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AVERTISSEMENT 

DE   LA  TROISÏÈME   ÉDITION. 


On  a  plus  d'une  fois  exprimé  le  regret  cju'un  Livre 
aussi  justement  classique,  et  non  moins  utile  aux 
maîtres  qu'aux  élèves,  laissât  complètement  de  côté 
plusieurs  chapitres  importants,  imposés  aujourd'hui 
par  les  progrès  de  la  Science  dans  l'enseignement 
de  nos  écoles.  Tl  est  devenu  impossible,  par  exemple, 
dans  un  cours  d'Analyse  infinitésimale,  de  ne  pas 
introduire  les  éléments  au  moins  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  et  les  principes  généraux  relatifs 
aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 

Préoccupé,  dans  les  dernières  années  de  sa  vie, 
d'études  et  de  méditations  d'un  tout  autre  ordre, 
M.  Duhamel,  à  qui  cette  lacune  a  souvent  été  signalée, 
n'a  pu  trouver  le  loisir  de  la  combler,  et  ses  papiers 
ne  contiennent  aucune  étude  sur  cette  partie  de  la 
Science.  Sans  prétendre  ici  suppléer  aux  pages  excel- 
lentes et  profondes  qu'il  aurait  pu  ajouter  à  son  Livre, 
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nous  avons  espéré  qu'on  trouverait  avec  plaisir  l'expo- 
sition des  principes  aujourd'hui  élémentaires  et  clas- 
siques dans  l'enseignement  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral. 

Les  Notes  que  l'on  trouve  à  la  fin  du  tome  I'^'"  et  du 
tome  II  sont  extraites,  avec  de  légères  modifications, 
démon  Trailéde  Calcul  différentiel  et  intégral;  leur 
lecture  sera  facile,  je  l'espère,  à  ceux  qui  auront  lu  et 
compris  le  Livre  de  M.  Duhamel. 

i.  Bertrand. 
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PREFACE 

DE  LA.   DEUXIÈME   ÉDITION. 


La  marche  suivie  dans  la  première  Partie  de  cet 
Ouvrage  est  fort  différente  de  celle  qu'ont  adoptée  les 
divers  auteurs  qui  ont  écrit  sur  le  même  sujet.  Elle  ne 
se  rapporte  précisément  à  aucun  enseignement  exis- 
tant, mais  à  l'enseignement  tel  que  je  crois  qu'il  doit 
être. 

Ij' ordre  suivant  lequel  les  diverses  parties  d'une 
science  doivent  être  présentées,  du  moins  quanb  à 
ce  qu'elles  ont  de  général  et  de  caractéristique,  est 
presque  toujours  l'ordre  même  suivant  lequel  elles  ont 
été  découvertes.  Les  conceptions  importantes  ne  sont 
point  dues  au  hasard  :  elles  se  présentent  aux  hommes 
éminents  de  chaque  époque  lorsqu'elles  sont  naturel- 
lement amenées  par  les  besoins  et  l'état  de  la  science, 
et  il  est  convenable  de  leur  donner  dans  l'enseigne- 
ment de  cette  science  la  place  qu'elles  ont  occupée 
dans  son  développement  naturel, 

Lanotion  des  infiniment  petits  remonte  à  Archimède; 
elle  s'est  présentée  d'elle-même  dans  la  mesure  des 
grandeurs  géométriques,  aussitôt  qu'on  a  voulu  consi- 
dérer les  aires  de  courbes  différentes  du  cercle,  ou  les 
volumes  de  corps  terminés  par  des  surfaces  courbes 
autres  que  celles  du  cylindre,  du  cône  et  de  la  sphère. 

Cala.  in/.  B.-I.  l> 
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Déjà  pour  la  comparaison  des  volumes  de  ces  derniers 
corps,  ainsi  que  pour  la  mesure  du  cercle,  on  avait 
été  amené  à  la  conception  fondamentale  des  limites. 
Ainsi  les  deux  idées  générales  les  plus  fécondes  des 
sciences  mathématiques  remontent  presque  jusqu'à 
leur  berceau,  et  doivent,  par  conséquent,  se  présenter 
presque  au  début  de  leur  enseignement. 

L'objet  principal  do  cet  Ouvrage  est  le  développe- 
ment de  ces  deux  conceptions,  qui  sont  intimement 
lices  l'une  à  l'autre.  Les  questions  que  nous  y  traitons 
font  partie  de  diverses  branches  des  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  et  se  trouveraient  autrement  dis- 
posées dans  un  enseignement  complet  de  toutes  ces 
branches.  Ce  sont  des  extraits  que  nous  en  faisons, 
pour  faire  comprendre  l'esprit  des  méthodes  que  nous 
voulons  exposer  ;  mais  nous  croyons  que  ces  méthodes 
doivent  être  introduites  dans  chaque  branche  parti- 
culière, à  mesure  que  le  besoin  s'en  fait  sentir.  Nous 
espérons  même  le  faire  un  jour  si  le  temps  nous  per- 
met de  réaliser  le  projet,  conçu  depuis  bien  des  années, 
d'esquisser  des  éléments  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées.  En  attendant,  nous  avons  constamment 
cherché  à  répandre  par  notre  enseignement  toutes  les 
améliorations  que  nous  avons  cm  pouvoir  apporter 
aux  idées  générales  et  aux  méthodes  scientifiques  ;  et 
nous  avons  eu  souvent  la  satisfaction  de  voir,  soit  par 
les  ouvrages,  soit  par  l'enseignement  oral  de  nos 
élèves,  que  nos  efforts  n'avaient  pas  été  tout  à  fait  sans 
résultat.  Mais  il  est  nécessaire  qu'un  cours  complet 
d'éléments  soit  conçu  et  exécuté  par  un  seul,  et  nous 
espérons  qu'un  jour  nous  poTirrons  en  présenter  au 
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moins  un  programme  développé.  Voici  maintenant 
la  marche  que  nous  avons  cru  devoir  suivre  dans  l'Ou- 
vrage que  nous  faisons  paraître  aujourd'hui,  et  dont 
l'objet  estl'enseignement  des  méthodes  infinitésimales. 

Nous  avons  commencé  par  donner  une  idée  géné- 
rale de  la  méthode  des  limites ,  et  nous  avons  fait  re- 
marquer en  quoi  elle  était  plus  simple  que  celle  qu'em- 
ployaient les  anciens  géomètres,  en  partant  de  la  même 
notion  des  limites,  qui  leur  était  très-familière.  Nous 
avons  distingué  ensuite  les  différentes  manières  dont 
les  grandeurs  à  mesurer,  ou  celles  auxquelles  on  les 
ramène,  pouvaient  être  considérées  comme  limites  de 
variables  d'une  espèce  plus  simple,  et  nous  avons  dit 
qu'elles  pouvaient  en  général  se  réduire  à  trois.  La 
première,  employée  dans  quelques  cas  par  EucUde  et 
Archimède,  consiste  à  regarder  les  grandeurs  comme 
limites  de  séries  ;  la  deuxième,  due  à  Archimède,  comme 
limites  de  sommes  des  quantités  infiniment  petites  ;  la 
troisième  comme  limites  de  rapports  d'infiniment  pe- 
tits. Les  deux  premières  se  sont  présentées  à  propos  de 
la  mesure  de  la  pyramide,  de  la  parabole,  de  la  spi- 
rale, de  la  sphère,  des  volumes  des  corps  engendrés 
par  la  révolution  de  sections  coniques,  etc.  La  troi- 
sième, due  aux  modernes,  s'est  présentée  à  l'occasion 
du  problème  des  tangentes,  et  s'applique  à  beaucoup 
d'autres  questions.  La  théorie  des  séries  étant  en  de- 
hors de  l'objet  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  du  nous 
borner  à  considérer  les  quantités  comme  limites  de 
sommes  ou  de  rapports  d'infiniment  petits,  ou  comme 
dépendant  d'une  manière  quelconque  de  ces  limites. 

Nous  avons  cru  devoir,  contrairement  aux  précc- 
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dentSj  commencer  l'étude  du  Calcul  infinitésimal  par 
la  considération  des  limites  de  sommes  :  non-seule- 
ment parce  que  c'est  l'ordre  que  la  science  a  suivi  dans 
sa  formation,  mais  parce  que  la  mesure  des  grandeurs 
doit  naturellement  précéder  la  recherche  des  tan- 
gentes aux  courbes,  et  qu'en  cela  l'esprit  humain  a 
procédé  comme  la  nature  des  choses  le  demandait.  Il 
nous  a  semblé  que  renverser  cet  ordre  n'était  pas  un 
moyen  de  rendre  la  science  plus  claire  et  plus  acces- 
sible. 

En  conséquence,  nous  nous  sommes  occupé  d'abord 
de  la  mesure  des  aires  des  figures  planes  terminées  par 
des  courbes,  ainsi  que  des  volumes  et  des  surfaces 
des  corps  qui  ne  sont  pas  terminés  de  toute  part  par 
des  plans.  Nous  ne  nous  sommes  pas  borné  à  montrer 
comment  des  questions  se  ramenaient  à  des  recherches 
de  limites  de  sommes  d'infiniment  petits;  mais  nous 
avons  fait  voir,  par  un  grand  nombre  d'exemples, 
comment  ces  calculs  pouvaient  être  exécutés  par  des 
procédés  variés,  qui  ont  même  quelquefois  une  assez 
grande  généralité. 

Nous  avons  ainsi  fait  connaître  quelques-unes  des 
méthodes  employées  par  les  géomètres  qui  ont  traité 
les  premiers  ces  sortes  de  questions.  Les  procédés  que 
donnera  plus  tard  le  Calcul  intégral  n'en  seront  que 
mieux  appréciés;  mais,  dans  tous  les  cas,  il  nous  a 
paru  qu'il  n'était  pas  convenable  de  former  toute  la 
science  du  calcul,  avant  d'avoir  résolu  les  premières 
questions  à  l'occasion  desquelles  elle  a  été  faite. 

Nous  n'avons  pas  choisi  tous  nos  exemples  dans  la 
Géométrie;  la  Statique  nous  en  a  offert  quelques-uns. 


y  Google 


Nous  avons  fait  voir  généralement  comment  la  déter- 
mination des  centres  de  gravité  se  ramène  à  celle  de 
limites  de  sommes,  et  nous  avons  effectué  les  calculs 
dans  un  certain  nombre  de  cas  simples 

Dans  toutes  ces  recherches,  on  fait  un  fréquent 
usage  d'un  principe  général  très-simple,  qui  consiste 
en  ce  que  la  limite  d'une  somme  d'infiniment  petits 
n'est  pas  changée  quand  on  altère  ses  éléments  de 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  eux-mêmes; 
ou,  en  d'autres  termes,  quand  on  remplace  ces  élé- 
ments par  d'autres  dont  les  rapports  avec  les  premiers 
ont  respectivement  pour  limite  l'unité.  Le  principe 
fondamental  que  nous  établissons  en  commençant  est 
la  source  des  plus  grands  avantages  que  présente 
l'introduction  des  infiniment  petits  :  il  permet  d'en 
retrancher  la  partie  qui  rend  le  calcul  difficile,  en  don- 
nant un  moyen  sûr  de  reconnaître  si  cette  simplifica- 
tion ne  conduit  à  aucune  erreur.  Par  ce  moyen,  on  a 
toutes  les  simpKfications  qu'on  trouverait  dans  une 
approximation,  et  en  même  temps  l'exactitude  que 
l'on  n'obtiendrait  que  par  de  longs  et  pénibles  calculs. 

Nous  sommes  passé  ensuite  à  la  considération  des 
limites  de  rapports  d'infiniment  petits;  le  principe 
précédent  s'y  applique  encore,  et  les  limites  ne  sont 
pas  changées  quand  on  altère  les  termes  variables  des 
rapports,  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport 
à  ces  termes  :  d'où  résulte  encore  l'avantage  de  se  dé- 
barrasser des  parties  qui  font  souvent  la  plus  grande 
difficulté  de  la  question. 

Nous  avons  commencé  par  faire  voir  que,  dans  les 
divei's  systèmes  de  détermination  des  points  d'un  lieu, 
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le  problème  des  tangentes  se  ramène  immédiatement 
à  celui  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  infi- 
niment petites.  Ces  quantités  sont  les  accroissements 
correspondants  des  deux  variables  dont  les  valeurs  dé- 
terminent les  divers  points  de  la  courbe  ;  de  sorte  que 
le  problème  général  des  tangentes  revient  à  ce  pro- 
blème d'Analyse  :  Etant  donnée  une  équation  entre  deux 
variables,  trouçer  la  limite  dit  rapport  des  accroissements 
infiniment  petits,  correspondants  de  cesvariables. 

On  voit  ainsi  l'intérêt  géométrique  qu'offre  ce  pro- 
blème de  calcul,  et  l'on  est  naturellement  conduit  à 
en  chercher  la  solution  générale;  mais  nous  montrons 
qu'il  s'appliquera  encore  à  beaucoup  d'autres  ques- 
tions intéressantes  dans  la  Géométrie  et  la  Mécanique. 
La  nature  de  ces  questions  peut  varier  à  l'infini.  jHous 
en  avons  choisi  particulièrement  quelques-unes,  à 
cause  de  leur  importance  dans  la  science.  En  Géomé- 
trie, nous  avons  considéré  la  courbure  des  lignes 
planes,  le  cercle  osculateur,  les  développées,  etc.  ;  en 
Mécanique,  la  vitesse,  l'accélération,  le  poids  spéci- 
fique en  un  point  d'une  substance  non  homogène,  etc. 
Nous  avons  étudié  aussi  la  question  générale  du  dé- 
placement d'une  figure  sur  un  plan,  et  nous  avons 
vu  comment  se  résolvent  les  problèmes  de  tangentes 
auxquels  elle  donne  lieu. 

Toutes  les  théories  dont  nous  avons  parlé  jusqu'ici 
se  ramenant  à  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports, 
nous  avons  cru  convenable  de  les  exposer  et  d'en  faire 
des  applications  particulières  avant  d'établir  lès  règles 
du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  qui  donnent 
plus  de  simplicité  et  de  généralité  à  l'exécution  de  tous 
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les  calculs  auxquels  elles  se  ramènent.  Comme  elles  sont 
en  elles-mêmes  indépendantes  des  moyens  d'exécution 
des  opérations  qu'elles  indiquent,  nous  avons  cru  de- 
voir les  présenter  avant  les  longues  et  pénibles  théo- 
ries d'Analyse,  qui  donnent  les  meillem-es  règles  pour 
cette  exécution.  En  suivant  la  marche  inverse,  on 
rebute  l'esprit  par  des  recherches  abstraites  dont  il  ne 
voit  pas  l'objet,  et  il  est  même  à  craindre  que  les 
théories  géométriques  que  l'on  expose  ensuite  ne 
soient  prises  pour  des  dépendances  des  théories  analy- 
tiques, avec  lesquelles  elles  n'ont  en  elles-mêmes  rien 
de  commun ,  et  qui  ne  leur  servent  qu'à  l'exécution  du 
calcul  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports,  aux- 
quelles elles  ont  ramené  l'objet  de  leur  recherche. 

Telle  est  la  marche  que  nous  avons  suivie  dans  le 
premier  Livre  de  cet  Ouvrage. 

Dans  les  Livres  suivants,  nous  donnons  les  règles 
pour  trouver  les  limites  des  rapports  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  de  variables  liées  par  des  équa- 
tions données,  ainsi  que  les  limites  des  sommes  d'infi- 
niment petits,  représentés  par  une  formide  générale. 

Nous  donnons  à  ces  deux  problèmes  d'Analyse,  dont 
l'un  est  l'inverse  de  l'autre,  toute  l'extension  dont  ils 
sont  susceptibles,  en  restant  dans  le  cadre  qui  con- 
vient à  de  simples  éléments,  et  nous  formons  ainsi  ce 
que  l'on  appelle  le  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Ainsi,  dans  cet  essai,  que  nous  espérons  rendre  un 
jour  moins  imparfait,  notre  objet  a  été  l'étude  de  la 
méthode  infinitésimale  considérée  en  elle-même  ;  et  les 
procédés  si  importants  du  Calcul  différentiel  et  du  Cal- 
cul inverse  ont  été  les  moyens  d'exécution  des  opé- 
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rations  auxquelles  cette  méthode  a  ramené  la  solution 
des  questions  qu'elle  s'est  proposées.  Cette  subordi- 
nation, que  nous  avons  tenu  à  rendre  bien  explicite  et 
bien  sensible ,  donne  la  raison  de  l'ordre  que  nous 
avons  suivi  dans  cet  Ouvrage,  et  du  titre  que  nous  lui 
avons  donné. 

Duhamel. 
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ÉLÉMENTS 
CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


LIYRE  PREMIES. 

DES  QUANTITÉS  CONSIDÉRÉES  COMME  LIMITES. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  MESURE  DES  GRANDEURS,  ET  DES  NOMBRES 
EN  GÉNÉRAL. 


1.  L'évaluation  des  grandeurs  d'une  espèce  quelconque 
est  fondée  sur  deux  notions  nécessaires  et  suffisantes  :  celle 
de  l'égalité,  et  celle  de  l'addition. 

De  ces  notions  résulte  immédiatement  celle  de  la  décom- 
position d'une  grandeur  en  parties  égales.  Lorsqu'on  les  a 
acquises  on  peut  comparer  entre  elles  les  grandeurs  de 
cette  espèce,  et  en  en  choisissant  une  pour  terme  de  com- 
paraison, on  pourra  déterminer  toutes  les  autres,  comme 
nous  allons  le  faire  voir. 

Le  cas  le  plus  simple  de  la  comparaison  d'une  grandeur 
à  une  autre  est  celui  où  la  première  peut  être  décomposée 
exactement  en  parties  égales  à  la  seconde.  Le  résultat  de  la 
comparaison,  ou  le  rapport  de  la  première  à  la  seconde. 

Cale.  i,:f.,  Z>.  -   I.  l 
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n'est  aEors  autre  ehcse  qu'une  pluralité,  ou  ce  qu'on  appelle 

Mais,  si  la  première  partie  n'était  pas  exactement  décom- 
posable  en  parties  égales  à  la  seconde,  le  résultat  de  la  com- 
paraison ne  serait  plus  une  simple  pluralité,  ou  ce  que 
nous  avons  appelé  un  nombre.  Néanmoins,  comme  il  est 
très-utile  dans  les  scieuces  de  généraliser  le  plus  possible, 
c'est-à-dire  de  renfermer  le  plus  grand  nombre  possible 
d'idées  particulières  sous  une  même  dénomination,  on  a 
cherché  quelle  extension  il  faudrait  donner  àla  signification 
du  mot  nombre  pour  qu'il  exprimât  dans  tous  les  cas  le 
rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce. 

On  a  d'abord  considéré  le  cas  où  les  deux  grandeurs  ont 
une  mesure  commune.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que 
cette  mesure  soit  contenue  m  fois  dans  l'une  et  n  fois  dans 
l'autre  :  alors  la  première  est  égale  à  m.  fois  la  n"'°°  partie 
de  la  seconde,  et  celle-ci  à  n  fois  la  m'*""  partie  de  la  pre- 
mière ;  on  est  convenu  de  dire  que  le  rapport  de  la  pre- 
mière à  la  seconde  est  mn'^'"",  et  on  l'écrit  ainsi,  — ■  Le 
rapport  de  la  seconde  à  la  première  est  dit  récivro^ue  ou 
inverse  du  premier  et  s'écrira  —  ■ 

Ces  nouveaux  rapports  ont  encore  été  appelés  des  nom- 
bres; et  pour  les  distinguer  des  nombres  entiers,  on  les  a 
désignés  sous  le  nom  de  nombres  fractionnaires. 

Sous  quelque  forme  qu'ils  se  présentent,  on  dit  que  deux 
nombres  sont  égaux  lorsqu'en  prenant  une  même  unité  ils 
représentent  des  grandeurs  égales. 

Si  l'une  des  grandeurs  représentées  est  égale  à  l'autre 
augmentée  ou  diminuée  d'une  certaine  quantité,  on  dit  que 
le  nombre  correspondant  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
l'autre;  et  l'on  dit  qu'on  ajoute  plusieurs  nombres  quel- 
conques, quand  on  considère  celui  qui  coirespondrait  à  la 
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somme  des  quantités  qui,  comparées  à  une  même  unité,  ont 
donné  lieu  ans  premiers. 

Enfin,  si  l'on  considère  deux  grandeiu's  qni  n'aient  pas 
de  mesure  commune,  et  que  l'on  appelle  à  cause  de  cela 
incommensurables,  elles  ne  présentent  aucune  des  deux 
idées  précédentes,  et  il  faudra,  ou  dire  qu'elles  n'ont  pas  de 
rapport,  eu  donner  à  la  signification  du  mot  nombre  une 
nouvelle  extension.  Mais  il  ne  suffira  pas  que  l'on  convienne 
de  dire  que  deux  grandeurs  incommensurables  ont  entre 
elles  un  rapport,  et  que  ce  rapport  sera  désigné  sous  le  nom 
de  nombre  incommensurable,  il  faudra  définir  rigoureuse- 
ment l'égalité  des  rappoits  ou  nombres  incommensurables. 
Notre  manière  de  voir  à  cet  égard,  différente  de  celle  de 
quelques  Géomètres,  est  entièrement  conforme  au  fond  à 
celle  d'Euclide. 

Observons  d'abord  qu'en  partageant  l'une  des  grandeurs 
en  parties  égales  suffisamment  petites,  et  les  portant  dans 
l'autre  autant  de  fois  que  possible,  le  reste  sera  moindre 
que  l'une  des  parties,  et,  par  conséquent,  pourra  toujours 
être  rendu  moindre  que  toute  grandeur  donnée;  de  sorte 
qu'il  existera  un  rapport  commensnrablc  entre  l'une  quel- 
conque des  deux  grandeurs  et  une  autre  qui  différera  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  la  seconde. 

Cela  posé,  considérons  deux  grandeurs  incommensura- 
bles; divisons  l'une  d'elles,  par  exemple  la  plus  petite,  en 
parties  égales  dont  le  nombre  croisse  indéfiniment  ;  por- 
tons-les dans  la  plus  grande  et  négligeons  le  reste  :  il  en  ré- 
sultera une  suite  de  rapports  ou  de  nombres  commensu- 
rables  correspondant  à  la  plus  petite  dès  grandeurs  et  à 
d'autres  grandeurs  commensurables  avec  elle,  et  qui  difiè- 
rent  de  la  seconde  de  quantités  qui  peuvent  devenir  moindres 
que  toute  grandeur  désignée.  Concevons,  en  second  lieu, 
deux  autres  grandeurs  incommensurables,  de  même  nature 
l'une  que  l'autre,  mais  d'une  espèce  quelconque,  et  parta- 
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geons  successivement  la  plus  petite  dans  le  même  iiombri! 
de  parties  égales  que  la  plus  petite  de  la  première  espèce  : 
on  aura  de  même  une  nouvelle  suite  de  rapports  commen- 
surables;  et  si  ceux  qui  correspondent  de  part  et  d'autre  au 
même  mode  de  division  de  la  plus  petite  sont  toujours 
égaux,  quelque  loin  qu'on  pousse  cette  division,  ou  dit  que 
les  deux  premières  grandetu-s  incommensiu'ables  ont  même 
rapport  ou  même  raison  que  les  deux  autres. 

2.  Mais  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  définir  ainsi  l'égalité  des 
rapports  incommensurables,  il  est  nécessaire  de  démontrer 
que  l'égalité  des  rapports  commensurables,  respectifs  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  subdivisions 
décroissent  indéfiniment  ;  c'est-à-dire  que  si  cette  égalité  a 
lieu  pour  une  certaine  loi,  elle  aura  lieu  pour  toute  autre. 
Cette  proposition  peut  être  démontrée  comme  il  suit  ; 

Soient  A  et  B  deux  grandeurs  incommensurables  d'une 
espèce  quelconque,  et  A',  B'  deux  autres  grandeurs  incom- 
mensurables, soit  de  la  mênie  espèce  que  les  premières, 
soit  de  tout  autre;  admettons  que  si  l'on  subdivise  A  et  A' 
eu  un  même  nombre  de  parties  égales,  qui  croissent  indéfi- 
niment suivant  une  certaine  loi  déterminée,  on  trouve  con- 
stamment le  même  nombre  de  ces  parties  contenues  respec- 
tivement dans  B  et  B'  :  il  s'agit  de  démontrer  que  si  l'on 
partage  A  et  A'  en  un  même  nombre  quelconque  m.  de  par- 
ties égales,  non  renfermé  dans  la  loi  donnée,  il  se  trouvera 
toujours  un  nombre  égal  de  ces  subdivisions  respectives 
dans  B  et  B'. 

En  elYet,  supposons  qu'il  y  ait  un  nombre  k  de  parties 
dans  B  et  un  nombre  diliTérent,  par  exemple  plus  grand, 
dans  B'.  Alors  h  ■+■  i  parties  de  la  première  espèce  surpas- 
seront B  d'une  certaine  quantité  que  je  désignerai  par  E; 
taudis  que  ?r  -f-  i  parties  de  la  seconde  seront  encore  infé- 
rieures à  B',  Cela  posé,  décomposons  A  en  parties  égales 
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moindres  que  E,  et  comprises  dans  la  loi  donnée;  décom- 
posons A'  en  un  nombre  égal  de  parties  ;  d'après  l'hypo- 
thèse, il  devra  s'en  trouver  respectivement  le  même  nombre 
dans  B  et  dans  B'.  Mais  il  est  évident  qu'il  y  aura  moins  de 
parties  plus  petites  que  E  dans  B  que  dans  B  -1-E  ou  dans 
k-i-  I  des  subdivisions  en  question;  et  il  y  en  aura  évidem- 
ment autant  dans  ces  k  -{-  i  subdivisions  qu'il  y  aura  de 
parties  correspondantes  dans  les  A:  -f-  i  subdivisions  corres- 
pondantes de  B',  qui  donnent  cependant  une  somme  in- 
férieure à  B'.  Donc  il  y  aurait  dans  B  un  nombre  moindre 
de  parties  comprises  dans  la  loi  donnée,  qu'il  n'y  aurait  de 
leurs  correspondantes  dans  B';  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse. Il  est  donc  impossible  qu'en  partageant  A  et  A'  en  un 
même  nombre  quelconque  de  parties  égales,  ces  parties  ne 
soient  pas  respectivement  comprises  dans  B  et  B'  le  même 
nombre  entier  de  fois. 

La  définition  de  l'inégalité  des  rapports  incommensura- 
bles sera  la  même  que  pour  les  rapports  commensurables. 
On  dira  toujours  qu'un  rapport  est  plus  grand  ou  plus  petit 
qu'un  autre  lorsqu'il  est  celui  d'une  quantité  plus  grande 
ou  plus  petite  que  la  première,  à  la  même  seconde  quantité. 
Et  l'on  appellera  toujours  somme  des  rapports  de  plusieurs 
quantités  cpielconques  à  une  même  unité  le  rapport  de  la 
somme  de  ces  quantités  à  la  même  unité. 

3.  C'est  au  moyen  de  cette  extension  qu'Euclide  a  pu 
établir  des  théorèmes  généraux  dans  la  comparaison  des 
surfaces  entre  elles  et  des  solides  entre  eus.  II  n'aurait  pas 
pu  dire  que  deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  toujours 
dans  le  môme  rapport  que  leurs  bases,  ni  que  deux  paral- 
lélépipèdes de  même  base  sont  dans  le  même  rapport  que 
leurs  hauteurs;  et  tant  d'autres  propositions  analogues 
n'auraient  pu  être  énoncées  généralement,  s'il  n'avait  défini 
préalablement,  non  les  rapports,  mais  l'égalité  des  rap- 
ports, dans  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter. 
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Ce  n'est  pas  que  pour  les  besoins  de  la  pratique  il  y  ait 
beaucoup  d'iniérêt  à  domier  ce  degré  de  généralité  aux 
théorèmes  relatifs  à  la  comparaison,  et,  par  conséquent,  à 
la  mesure  des  grandeurs  ;  car  on  peut  toujours  les  rendre 
commensurables  entre  elles  en  les  augmentant  ou  les  di- 
minuant de  quantités  moindres  que  toute  grandeur  dési- 
gnée. Mais,  au  point  de  vue  de  la  théorie  pure,  il  i'audrait 
dire  que  les  propositions  ne  sont  pas  générales  et  n'ont  de 
sens  que  quand  toutes  les  grandeurs  ont  une  niesui'e  com- 
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CHAPITRE  iï. 

5  FONCTIONS  EN  GÈKÉRAI:,  ET  DE  LA  CONTINUITE. 


4.  On  désigne  sous  le  nom  de  variable  toute  quantité 
qui,  dans  la  question  où  on  la  considère,  est  susceptible 
de  recevoir  successivement  dilïërentes  valeurs.  On  nomme 
indépendantes  celles  dont  les  valeurs  sont  entièrement  arbi- 
traires, et  dépendantes  ou  fonctions  celles  dont  les  valeurs 
sont  déterminées  par  celles  de  certaines  autres  quantités, 
quelle  que  soit  la  nature  de  cette  dépendance,  et  soit  qu'il 
s'agisse  de  quantités  concrètes  ou  de  quantités  évaluées  en 
nombre.  Dans  le  prem.ier  cas,  on  a  des  Jonctions  concrètes, 
et  dans  le  second,  des  fonctions  analytiifues. 

Les  fonctions  analytiques  se  distinguent  en  fonctions 
explicites  et  fonctions  implicites.  Les  premières  sont  celles 
dont  les  valeurs  peuvent  s'obtenir  au  moyen  d'opérations  in- 
diquées que  l'on  sait  exécuter  ;  les  autres  sont  celles  qui  sont 
liées  aux  variables  indépendantes  par  des  équations  non  ré- 
solues. Dans  ce  cas,  les  opérations  à  etïectuerpour  former  les 
valeurs  des  fonctions  ne  sont  pas  indiquées.  Ou  les  connaî- 
trait par  la  résolution  des  équations,  si  on  pouvait  l'eiTec- 
tuer  ;  et  alors  ces  fonctions  deviendraient  explicites. 

Les  fonctions  explicites  se  subdivisent  ordinairement  en 
algébriques  et  transcendantes.  Les  premières  sont  celles 
où  les  seules  opérations  indiquées  sont  des  additions,  sous- 
tractions, multiplications,  divisions,  élévation  à  des  puis- 
sances et  extractions  de  racines  de  degrés  connus;  les  autres 
sont  celles  qui  renferment  d'autres  opérations  indiquées  sur 
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les  variaLles  ;  comme,  par  exemple,  les  quantités  exponen- 
tielles, les  logarithmes,  les  lignes  trigonométriques,  etc. 

Lorsqu'une  seule  de  ces  diverses  opérations  est  indiquée 
sur  une  variahle,  on  a  une  fonction  simple  de  cette  variable. 
Lorsque  plusieurs  d'entre  elles  sont  accumulées  les  unes 
sur  les  autres,  on  a  ce  que  l'on  appelle  tuie  fonction  de 
fonctions.  Toutes  les  fonctions  qui  ne  rentrent  pas  dans  ces 
deux  cas  se  nomment  fonctions  composées. 

Lorsque  deux  variables  sont  liées  par  une  équation  quel- 
conque, elles  sont  fonctions  l'une  de  l'autre.  La  forme  ac 
ces  deux  fonctions  est  différente  si  les  deux  variables  n'en- 
trent pas  dans  l'équation  d'une  manière  symétrique.  On 
leur  donne,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  le  nom  Ae  fonctions 
inverses.  Sï,  par  exemple,  on  résout  par  rapport  à  x  les 
équations  suivantes,  qui  sont  résolues  par  rapport  àj', 

on  obtient 

^  =  "^j,     x  =  logj,     u-  ---  arc  sinj. 

Ainsi,  d'après  notre  déGnition,  la  racine  m''""'  est  la  fonc- 
tion inverse  de  la  puissance  m;  le  logarithme  est  la  fonc- 
tion inverse  de  l'exponentielle,  etc. 

Continuité. 

S.  Une  variable  est  continue  lorsqu'elle  ne  peut  passer 
d'une  valeur  quelconque  à  une  autre,  sans  passer  par  toutes 
les  valeurs  intermédiaires. 

Une  fonction  est  dite  continue  lorsqu'en  faisant  varier 
d'une  manière  continue  les  quantités  dont  elle  dépend  elle 
varie  elle-même  d'une  manière  continue,  c'esl-à-dire  qu'elle 
ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par 
toutes  les  intermédiaires.  Une  fonction  peut  être  continue 
tant  que  les  variables  dont  elle  dépend  restent  renfermées 
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entre  certaines  limites,  et  cesser  de  l'être,  ou  devenir  dis- 
continue, en  dehors  de  ces  limites. 

Pour  démontrer  qu'une  fonction  qui  est  réelle  entre  cer- 
taines limites  de  la  variable  est  continue,  ïl  suffit  de  faire 
voir  que  l'on  peut  faire  croître  la  variable  par  degrés  assez 
petits  pour  que  les  accroissements  correspondants  de  la 
fonction  soient  moindres  qu'une  grandetu'  quelconque: 
car,  si  cette  fonction  n'était  pas  continue,  il  faudrait  qu'elle 
passât  brusquement  d'une  certaine  valeur  à  une  autre  qui 
en  différerait  d'ime  quantité  finie  ;  ce  qui  est  absurde,  puis- 
que l'accroissement  de  la  fonction  peut  être  rendu  moindre 
que  toute  grandeur  donnée.  C'est  ainsi  que,  dans  les  élé- 
ments, on  a  démontré  que  toutes  les  fonctions  simples  sont 
continues  et  que,  par  conséquent,  il  en  est  de  même  des 
fonctions  composées.  Réciproquement,  toute  fonction  con- 
tinue d'une  variable  jouit  de  la  propriété  que  ses  accrois- 
sements peuvent  devenir  moindres  que  toute  quantité  don- 
née, pourvu  que  l'on  donne  des  valeurs  suffisamment  petites 
aux  accroissements  de  la  variable  :  car,  si  l'accroissement 
donné  à  la  variable,  à  partir  d'une  de  ses  valeurs,  tendait 
vers  zéro,  sans  qu'il  en  fût  ainsi  de  l'accroissement  de  la 
fonction,  il  en  résulterait  que  la  fonction  passerait  brus- 
quement d'une  valeur  à  une  autre  qui  en  différerait  d'une 
quantité  finie,  et  que,  par  conséquent,  elle  ne  serait  pas 
continue. 

Si  l'on  considère  les  valeurs  d'une  fonction  continue 
comme  des  ordonnées  et  les  valeurs  correspondantes  de  la 
variable  indépendante  comme  des  abscisses,  les  points  ainsi 
obtenus  se  suivront  sans  interruption  et  formeront  une 
ligne  continue,  qui  sera  la  représentation  géométrique  de 
la  fonction  analytique. 

6.  Réciprocité.  —  Si  F(x)  désigne  une  fonction  continue 
relativement  à  x,  réciproque  m  ont  x  sera  une  fonction  con- 
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linue  de  F(:r);  c'est-à-dire  que,  si  cette  dernière  varie 
d'une  manière  continue,  les  valeurs  correspondantes  de  :r 
se  suivront  d'une  manière  continue. 

En  eÛêt,  les  valeurs  successives  de  F(x)  correspondant 
il  des  valeurs  successives  de  x^  réciproquement,  ces  dernières 
correspondent  aux  premières;  mais,  par  hypothèse,  celles-ci 
se  suivent  d'une  manière  continue  lorsque  les  valeurs  de  ce 
varient  d'une  manière  continue.  Il  en  est  donc  de  même  de 
ces  dernières  lorsqu'on  fait  varier  leurs  correspondantes, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  F(^),  d'une  manière  continue. 

7.  Continuité  des  fonctions  implicites.  —  Si  deux  va- 
riables sont  liées  par  une  équation  dont  les  deux  membres 
sont  des  fonctions  continues  de  l'une  et  de  l'autre,  cbacune 
de  ces  variables  sera  une  fonction  continue  de  l'autre. 

Soient,  en  effet,  x,  y,  ces  variables,  et  F{a:,y)^r^o 
l'équation  qui  les  lie,  F  désignant  ime  fonction  continue, 
soit  par  rapport  à  a:,  soit  par  rapport  à  j-.  D'après  tout  ce 
qui  a  été  établi  précédemment,  si  x  varie  d'une  très-petite 
quantité,  il  en  sera  de  même  de  F  (se,  j)  ;  et,  pour  ramener 
cette  dernière  à  sa  valeur  primitive  zéro,  il  faudra  que  j 
varie  aussi  d'une  quantité  extrêmement  petite  ;  donc,  si  x 
varie  d'une  manière  continue,  il  en  sera  de  même  de  j, 
c'est-à-dire  de  la  fonction  implicite  qui  en  dépend  par  une 
équation  dont  les  membres  sont  des  fonctions  explicites  de 
l'une  et  de  l'autre. 
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PHEJIIÈRE  CONCEPTION  DES  LIMITES. 
MÉTHODE  GÉNÉRALE. 


8.  Les  anciens  Géomètres,  partant  de  la  définition  de  l'é- 
galité des  quantités  géométi'îques,  fondée  sur  la  superpo- 
sition, et  de  la  notion  de  l'addition  de  ces  quantités,  sont 
parvenus  facilement  à  la  comparaison  et  à  la  mesure  des 
polygones  plans,  des  parallélépipèdes  et  des  prismes  quel- 
conques; mais  quand  ils  voulurent  comparer  des  figures 
planes  terminées  par  des  courbes,  ou  des  solides  terminés 
par  des  siu'faces  courbes,  les  mômes  procédés  ne  pouvaient 
plus  réussir. 

Ils  eurent  alors  l'idée  assez  naturelle,  mais  fondamentale, 
de  considérer,  au  lieu  des  grandeurs  elles-mêmes,  d'autres 
grandeurs  de  l'espèce  de  celles  qu'ils  savaient  mesurer  et 
telles,  qu'elles  pussent  différer  des  premières  de  quantités 
moindres  que  toute  quantité  désignée.  Ils  cherchaient  en- 
suite la  relation  entre  ces  grandeurs  voisines  des  proposées, 
et  dont  ils  rendaient  la  comparaison  aussi  facile  que  la 
question  le  permettait.  Cette  relation  leur  faisait  aisément 
juger  celle  qui  devait  avoir  lieu  entre  les  grandeurs  pro- 
posées ;  et  ils  démontraient  cette  dernière  en  prouvant,  par 
la  métlxode  pénible  de  la  réduction  à  l' absurde,  que  la 
véritable  relation  ne  pouvait  en  différer. 

C'est  dans  les  Eléments  d'Euclide  que  l'on  trouve  les  pre- 
mières traces  de  cette  importante  méthode  ;  il  l'applique  à 
la  comparaison  des  cercles  entre  eux,  des  pyramides  entre 
elles  et  d'autres  encore. 
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Archimèdc  î'a  appliquée  ensuite  à  la  quadrature  du  ueg- 
nient  parabolique  ;  mais  il  s'est  ëlevé  à  une  conception  beau- 
coup plus  féconde,  dont  nous  parlerons  bientôt,  dans  la 
manière  de  composer  les  grandeurs  variables  qui  peuvent 
différer  aussi  peu  qu'on  voudra  des  proposées. 

Avant  d'entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard,  nous  expo- 
serons les  principes  au  moyen  desquels  les  modernes  sont 
parvenus  à  simplifier  les  démonstrations  des  anciens,  sans 
leur  faire  rien  perdre  de  leur  rigueur. 

Limite  d'une  itariable. 

9.  Lorsqu'une  grandeur  variable  prend  successivement 
des  valeurs  qui  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  celle  d'une 
grandeur  constante,  de  telle  sorte  que  la  différence  avec 
cette  dernière  puisse  devenir  et  rester  moindre  que  toute 
grandeur  désignée,  soit  que  la  variable  soit  toujours  au- 
dessous,  ou  toujours  au-dessus,  ou  tantôt  au-dessous  et  tan- 
tôt au-dessus  de  la  constante,  on  dit  que  la  première 
approche  indéfiniment  de  la  seconde,  et  que  celle-ci  en  est 
la  limite. 

Lorsque  cette  limite  est  zéro,  on  donne  à  la  variable  le 
nom  de  quantité  infiniment  petite,  ou  simplement  d'infini- 
ment petit. 

Remabque.  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que,  pour  que  la 
quantité  fixe  soit  limite  de  la  variable,  il  faut  non-seule- 
ment que  leur  différence  devienne  moindre  que  toute  quan- 
tité défigurée,  mais  qu'elle  reste  telle  dans  les  variations 
qu'elle  subira  ensuite  indéfiniment.  Si  cette  différence, 
après  être  devenue  inférieure  à  la  quantité  désignée,  deve- 
nait ensuite  plus  grande,  puis  plus  petite,  ensuite  plus 
grande  et  de  même  indéfiuiment,  la  quantité  fixe  n'offrirait 
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pas  le  caractère  que  nous  attachons  à  une  limite,  et  nous 
ne  lui  donnerions  pas  ce  nom. 

Principe  fondamental  des  limites. 

m.  Si  deux  quantités  variables  sont  constamment  égales 
et  tendent  chacune  vers  une  limite,  ces  deux  limites  sont 
nécessairement  égales.  —  En  eiFet,  deux  grandeurs  tou- 
jours égales  ne  présentent  qu'une  seule  valeur,  et  il  semble 
inutile  de  démontrer  qu'une  valeur  variable  ne  peut  pas 
tendre  à  la  fois  vers  deux  limites  inégales,  c'est-à-dire  vers 
deux  grandeurs  constantes,  dili'érentes  l'une  de  -l'autre. 

Il  est,  au  reste,  bien  facile  d'ajouter  quelques  dévelop- 
pements qui  rendent  plus  claire  encore,  s'il  est  possible, 
cette  importante  proposition.  Supposons,  en  eil'et,  que  deux 
variables  toujours  égales  aient  des  limites  difFérentes  A  et  B, 
A  étant,  par  exemple,  la  plus  grande,  et  surpassant  B  d'une 
quantité  déterminée  A.  La  première  variable,  ayant  A  pour 
limite,  finira  par  rester  constamment  comprise  entre  deux 
valeurs,  l'une  plus  grande,  l'autre  plus  petite  que  A,  el 
ayant  avec  A  une  différence  aussi  petite  «pi' on  voudra  ^ 
bornons-nous  à  supposer  cette  dilïerence  moindre  que  -  A. 
Semblablement  la  seconde  variable  finira  par  rester  iudé- 
fiuîment  à  une  distance  de  B  moindre  que  -  A.  Or  il  esc 

évident  qu'alors  les  deux  variables  ne  pourraient  plus  être 
égales  ;  ce  qui  doit  être  cependant,  d'après  les  données  de 
la  question.  Ces  données  sont  donc  incompatibles  avec 
l'existence  d  une  différence  quelconque  entre  les  liinitos 
des  variables.  Donc  ces  limites  sont  égales. 
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Méthode  des  limites. 

\1 .  Quand  on  veut  trouver  une  relation  entre  des 
dcurs  qui  ne  se  prêtent  pas  facilement  aux  compai 
on  peut  les  considérer  comme  limites  de  grandeurs  d'une 
espèce  plus  simple,  et  profiter  de  l'indétcrm-ination  que 
cette  condition  laisse  subsister,  pour  choisir  ces  variables 
de  manière  à  faciliter  la  recherche  d'une  relation  entre 
elles.  Si  l'on  y  peut  parvenir,  le  problème  est  résolu. 

En  effet,  cette  relation  peut  toujours  être  considérée 
comme  exprimée  par  urfî  équation  dont  les  deux  membres 
seront  des  fonctions  de  ces  variables.  Ces  dernières  ne 
sont  point  assujetties  à  la  continuité,  mais  les  deux  membres 
de  l'équation  seront  ce  que  nous  avons  appelé  des  fonctions 
continues  de  ces  variables,  au  moins  dans  le  voisinage  de 
leurs  limites. 

Soient  o,  è,  c, . . .  les  quantités  entre  lesquelles  on 
cherche  une  relation  ;  :c,  j-,  s, . .  .  les  variables  dont  elles 
sont  les  limites  ;  et  supposons  qu'on  ait  trouvé  entre  elles 
l'équation 

F  ety désignant  des  fonctions  continues  de  x,y,  s, .  .  .  au 
moins  lorsque  ces  variables  sont  dans  le  voisinage  de  leurs 
limites  respectives  «,6,  c, ....  Il  résulte  de  là  que  les 
différences  de  ces  variables  à  leurs  limites  peuvent  être 
assez  petites  pour  que  les  fonctions  F  (j:,  j',  s, .  .  .  )  et 
f[^i  Xi  ^i-')  diffèrent  aussi  peu  qu'on  voudra  de 
F(a,  à,  c, .  .  .]  et  y («5  5,  c, .  . .).  Ces  deux  expressions 
constantes  sont  donc  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les 
deux  membres  de  l'équation.  Mais  les  limites  de  quantités 
égales  sont  égales  :  donc  on  aura  nécessairement 
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c  esî-à-dire  que  la  relation  entre  les  limites  sera  identique- 
ment la  même  que  celle  qui  avait  lieu  constamment  entre 
les  variables,  et  qu'il  suffit  de  changer  dans  celle-ci  les 
variables  dans  leurs  limites  pour  avoir  la  relation  qui 
existe  entre  ces  dernières. 

Si  cette  substitution  introduisait  des  indéterminations 
apparentes,  on  les  ferait  disparaître  par  des  procédés  que 
nous  aurons  occasion  de  faire  connaître  par  la  suite. 

On  voit  donc  que  la  méthode  des  limites  consiste  à  con- 
sidérer des  quantités  dont  on  veut  découvrir  la  relation, 
comme  limites  de  quantités  plus  simples,  et  à  chercher  la 
relation  de  ces  dernières.  Lorsqu'elle  est  établie,  il  ne  reste 
plus,  d'après  le  théorème  précédent,  qu'à  substituer  à 
toutes  les  variables  leurs  limites  respectives. 

Les  quantités  variables  qui  ont  pour  limites  les  quantités 
proposées  peuvent  ctrc  choisies  de  bien  des  manières  ditFé- 
rentes,  comme  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  dire,  et 
ce  choix  est  très-important.  Les  calculs  peuvent  être  très- 
simples  ou  très -compliqués,  suivant  la  nature  de  ces  va- 
riables, et  dans  chaque  cas  particulier  il  faudra  s'attacher 
d'abord  à  reconnaître  quelles  sont  celles  qui  donneront  le 
plus  de  facilité  au  calcul.  Ainsi,  par  exemple,  quand  on 
cherche  la  relation  entre  les  surfaces  de  deux  cercles  et 
leurs  rayons,  on  considère  ces  cercles  comme  limites  de 
polygones  réguliers  semblables,  parce  que  la  relation  entre 
ces  polygones  et  les  rayons  des  cercles  est  très-facile  à  obte- 
nir; tandis  qu'elle  aurait  été  très-difficile  à  découvrir  si 
l'on  avait  supposé  diflerenls  les  nombres  des  côtés  des  deux 
polygones,  et  que  de  plus  on  ne  les  eut  pas  supposés  régu- 
liers. Au  reste,  si  cette  dernière  était  découverte,  elle  con- 
duirait nécessairement  à  la  même  relation  entre  les  cercles 
et  leurs  rayons,  et  le  choix  des  variables  n'a  d'autre  effet 
que  de  conduire  plus  ou  moins  simplement  au  résultat. 
Mais  il  n'y  a  aucune  règle  précise  à  donner  à  ce  sujet. 
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11  peut  arriver  que  les  deux  membres  de  l'égalité,  quoi- 
que composés  de  quantités  variables,  restent  constants;  ou 
aura  toujours  la  relation  entre  les  quantités  proposées,  en 
remplaçant  les  variables  par  leurs  limites.  On  remarquera 
seulement  que  cette  substitution,  au  lieu  de  donner  les 
limites  des  deux  membres,  donne  leur  valeur  constante. 
Au  reste,  on  aurait  facilement  deux  membres  variables,  en 
taisant  passer  l'un  des  termes  variables  d'un  membre  dans 
l'autre,  ou  encore  en  multipliant  par  un  dénominateur  va- 
riable; mais  ce  serait  une  transformation  inutile,  et  que, 
par  conséquent,  il  ne  faut  jamais  faire. 

Avant  de  passer  à  l'étude  un  peu  approfondie  des  diffé- 
rentes manières  dont  les  quantités  peuvent  être  considérées 
comme  limites  d'autres,  d'espèce  plus  simple,  nous  croyons 
utile  de  donner  de  courtes  explications  au  sujet  de  quelques 
iléËnitions  dépendantes  delà  considération  des  limites. 
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CHAPITRE  IV. 

MFLEXIONS  AU  SUJET  DE  QUELQUES  DÉFmiTIONS. 


J2.  Le  mot  infini  est  employé  pour  exprimer  l'absence 
de  limites,  de  bornes  quelconques  :  c'est  ainsi  que  l'espace  et 
le  temps  sont  dits  infinis.  Cette  idée  exclut  évidemment 
celle  de  toute  comparaison  sous  le  rapport  de  la  grandeur. 
Néanmoins,  pour  abréger  le  discours,  on  parle  souvent  de 
quantiLés  infinies  ;  on  les  soumet  aux  mêmes  opérations  que 
les  quantités  finies,  et  il  est  très-important  de  ne  pas  se 
méprendre  sur  la  manière  dont  ce  langage  doit  être  entendu. 

Ces  quantités  dites  infinies  ne  peuvent  se  présenter  que 
de  deux  manières  :  ou  comme  solutions,  ou  comme  données 
d'une  question - 

L'infini  peut  se  présenter  comme  solution  lorsque,  pour 
déterminer  certaines  quantités,  on  les  regarde  comme  dé- 
pendantes d'une  autre,  et  que,  dans  le  cas  particulier  que 
l'on  a  en  vue,  cette  dernière  n'existe  plus;  tandis  que  pour. 
des  cas  très-voisins  elle  aurait  des  valeurs  qui  pourraient 
dénasser  toute  grandeur  assignée.  Ainsi,  par  exemple,  pour 
déterminer  un  angle,  on  peut,  en  général,  prendre  pour  in- 
connue sa  tangente  trigonométrique  ;  mais  il  faut  excepter 
le  cas  particulier  de  l'angle  droit.  Les  équations  qui  donne- 
ront la  valeur  de  cette  tangente  devront  conduire  à  une  ex- 
pression qui  croîtra  indéfiniment,  à  mesure  que  les  données 
se  rapprocheront  de  celles  qui  conduii'aient  pour  solution  à 
l'angle  droit.  Dans  ce  dernier  cas,  l'expression  ne  doit  plus 

Calcul  inf.,D.-   l.  a 
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rîen  représenter,  et  apprendra  par  cela  même  que  la  ques- 
tion se  rapporte  à  ce  cas  particulier.  La  forme  qu'elle  pren- 
dra le  plus  ordinairement  sera  celle  d'un  nombre  fini,  di- 
visé par  zéro.  On  dit  alors  que  la  valeur  de  l'inconnue  est 
infinie  et  que  l'angle  correspondant  est  droit;  de  sorte  que 
la  question  proposée  est  possible,  et  sa  solution  est  déter- 
minée. Mais  si  la  quantité  dont  la  valeur  générale  se  pré- 
sente dans  un  cas  particulier  sous  la  forme  illusoire  d'un 
nombre  divisé  par  zéro  n'est  pas  une  inconnue  auxiliaire, 
mais  bien  celle  que  l'on  voulait  déterminer,  il  est  clair  que 
la  question  proposée  était  impossible. 

13.  L'înlini  peut  encore  se  présenter  autrement  que 
comme  solution  d'équations  dans  des  cas  particuliers  ;  ïl 
peut  se  trouver  dans  les  données  mêmes  de  la  question.  On 
peut  se  proposer  de  trouver  la  limite  du  rapport,  de  la  diffé- 
rence, ou  de  toute  autre  fonction  de  quantités  dépendant 
les  unes  des  autres  et  croissant  sans  limites.  Dans  ces  di- 
vers cas,  on  dit  quelquefois  que  cette  limite  est  le  rapport, 
ou  la  dilterence,  ou  la  fonction  quelconque  de  ces  quantités 
infinies  ;  mais  il  n'y  aurait  aucun  sens  à  attribuer  à  la  com- 
paraison des  deux  infinis,  puisque,  comme  je  l'ai  déjà  dit, 
l'infini  ne  signifie  pas  tme  grandeur,  mais  l'absence  de 
limites  :  ainsi,  si  l'on  mène  dans  un  plan  des  parallèles 
équidistantcs,  il  est  absurde  de  dire  que  les  espaces  infinis 
renfermés  entre  les  parallèles  consécutives  sont  égaux.  Mais 
si  l'on  cherche  les  rapports  de  ces  espaces  croissant  indéfi- 
niment, on  peut  bien  se  demander  quelles  sont  leurs  lùnitcs, 
et  l'on  trouve  alors  un  résultat  complètement  indéterminé; 
car  on  peut  faire  croître  indéfiniment  les  longueurs  de  deux 
de  ces  bandes  en  établissant  entre  elles  une  relation  arbi- 
traire; et  l'on  ne  trouverait  le  rapport  de  ces  bandes  infi- 
nies égal  à  l'unité  que  dans  des  cas  très-particuliers. 

Ce  même  langage  vicieux  est  souvent  employé  quand  on 
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veut  «Jesigner  les  limites  vers  lesquelles  tendent  des  gran- 
deurs variables,  lorsque  certaines  autres  grandeurs,  dont 
elles  dépendent,  croissent  sans  limite.  Ainsi,  par  exemple, 
le  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  polygone  régu- 
lier inscrit,  dont  le  nombre  des  côtés  croît  indéfiniment; 
et,  pour  exprimer  cette  propriété,  on  dit  quelquefois  que  le 
cercle  est  un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés.  On 
dit  encore  qu'une  droite  en  rencontre  une  autre  à  l'infini, 
au  lieu  de  dire  qu'elle  est  la  limite  d'une  droite  qui  rencon- 
tre l'autre  à  une  distance  qui  augmente  sans  limite. 

Toutes  ces  manières  de  s'exprimer  ont  des  inconvénients 
pour  ceux  dont  les  idées  ne  sont  pas  encore  Lien  faites,  et 
nous  ne  les  emploierons  jamais. 


Des  nombres  incoimnensuraUes . 


14.  Lorsque  nous  avons  donné  la  définition,  non  pas  des 
rapports  incommensurables,  mais  de  l'égalité  de  rapports 
de  quantités  incommensurables  entre  elles,  nous  avons  fait 
remarquer  que  ce  n'était  que  par  une  extension  donnée  au 
mot  nombre  que  l'on  pouvait  dire  que  ces  quantités  ont  un 
rapport  qui  est  un  nombre.  Il  n'y  avait  donc  pas  lieu  de 
dire  qu'on  pouvait  approcher  indéfiniment  du  rapport  de 
deux  quantités  incommensurables,  au  moyen  de  rapports 
conimensurables,  ni,  par  suite,  de  regarder  les  nombres  in- 
commensurables comme  limites  des  nombres  commensu- 
rables  et  d'y  appliquer  les  principes  relatifs  aux  limites. 

Mais,  après  avoir  fait  l'extension  du  sens  du  mot  nombre, 
et  avoir  défini  avec  précision  l'égalité  et  l'inégalité  des  nom- 
bres incommensurables,  ainsi  que  le  sens  du  mot  limite,  il 
est  facile  de  reconnaître  que  le  rapport  de  deux  quantités 
incommensurables  est  bien  la  limite  de  nombres  commen- 
surables  variables.  En  effet,  nous  avons  vu  qu  on  pouvait 
approcher  indéfiniment  de  la  première  quantité,  au  moyen 
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de  quantités  commensurablcs  avec  la  seconde,  plus  grandes 
ou  plus  petites  que  la  première,  dont  elles  diflerent  de 
moins  que  d'une  subdivision  de  la  seconde.  Les  rappoïts  de 
ces  variables  à  cette  seconde  sont  cominensuraLles  et  crois- 
sent ou  décroissent  avec  les  varialiles.  De  plus,  pour  avoir 
le  rapport  incommensurable  lui-même,  il  faudrait,  d'après 
la  définition  de  la  somme  des  nombres,  ajouter  ou  retran- 
cher au  rapport  variable  celui  du  reste  ou  de  l'excès  à  cette 
quantité  constante.  Ce  dernier  rapport,  qui,  d'après  la  défi- 
nition de  plus  petit  et  plus  grand,  est  inférieur  à  celui 
d'une  subdivision  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tité donnée,  tend  donc  indéfiniment  vers  zéro.  Donc,  d'après 
le  sens  étendu  donné  à  toutes  les  expressions,  les  nombres 
incommensurables  sont  limites  de  nombres  commensu- 
rablcs, et  tous  les  principes  des  limites  y  sont  applicables. 


15.  Remarque.  —  On  peut  arriver  à  l'idée  des  nombres 
incommensurables  autrement  qu'en  comparant  deux  gran- 
deurs concrètes  et  qui  n'ont  pas  de  commune  mesure,  et 
par  des  considérations  purement  arithmétiques,  comme, 
par  exemple,  celles  des  racines,  des  logarithmes,  etc.  Daus 
ces  cas,  on  trouve  des  nombres  com.m.ensurables  qui  satis- 
font à  des  conditions  de  plus  en  plus  voisines  des  proposées, 
et  qui,  en  prenant  une  unité  de  nature  quelconque,  repré- 
senteraient des  quantités  concrètes  tendant  vers  des  limites 
déterminées.  On  convient  alors  de  dire  que  ces  limites,  in- 
commensurables avec  l'unité,  ont  avec  elle  des  rapports  que 
l'on  appellera  nombres  incommensurables,  et  qui  seront 
dits  satisfaire  aux  conditions  ou  équations  proposées. 

Arrivant  ainsi  à  la  considération  du  rapport  de  deux 
grandeurs  qui  n'ont  pas  de  commune  mesure,  on  ajoute- 
rait les  différents  développements  que  nous  avons  donnés 
précédemment. 
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16.  La  notion  de  l'équivalence  paraît  si  naturelle  et  si 
simple,  que  les  gcomctres  ont  rarement  senti  la  nécessité 
de  la  définir,  Euclide  ne  fait  aucune  différence  entre  l'cgui- 
valence  et  l'égalité,  il  se  sert  du  même  mot  pour  désigner 
l'une  et  l'autre  ;  il  dît  égaux  denx  triangles  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  Mais  aujourd'hui  que  l'égalité  en  Géo- 
métrie se  définit  exclusivement  par  la  coïncidence,  il  n'est 
plus  permis  de  dire  égales  des  figures  qui  ne  peuvent  coïn- 
cider; et  lorsqu'on  les  appelle  équivalentes,  il  faut  dire 
sans  équivoque  ce  qu'on  entend  par  là,  et  qu'il  n'y  ait  pas 
plus  d'obscurité  dans  l'équivalence  d'un  cercle  avec  un 
carré  que  dans  l'égalité  de  deux  triangles. 

Quelques  auteurs,  voulant  faire  la  distinction  des  deux 
égalités,  ont  appelé  la  seconde  égalité  en  surface,  mais  ils 
n'ont  donné  aucun  caractère  précis  pour  la  reconnaître.  Ils 
l'ont  admise  pour  les  figures  résultant  de  la  réunion  ou  de 
la  soustraction  de  figures  égales,  ou  pour  les  mêmes  parties 
alîqnotcs  d'une  même  figure  conduisant  à  des  figures  non 
superposables.  Ainsi,  par  exemple,  on  peut  partager  un 
parallélogramme  en  deux  parties  égales  d'une  infinité  de 
manières,  puisqu'il  suffit  de  le  couper  par  une  ligne  passant 
parle  point  de  rencontre  de  ses  diagonales.  Toutes  ces  moi- 
tiés, de  formes  si  diverses,  sont  dites  équivalentes.  Mais 
tous  ces  cas  simples  seraient  insuflisants,  et  d  ailleurs  au- 
raient besoin  d'être  ramenés  à  un  caractère  commun  qui 
servirait  alors  de  définition  à  l'équivalence.  Autrement,  on 
pécherait  contre  le  principe  général  que  nous  avons  énoncé 
au  commencement  de  cet  Ouvrage,  et  qui  consiste  en  ce  que 
l'application  des  nombres  à  1  étude  des  grandeurs  de  toute 
espèce  exige  préalablement  une  définition  précise  de  l'éga- 
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lité,  c'est-à-dire  des  conditions  sous  lesquelles  le  rapport 
de  deux  grandem-s  sera  dit  égal  à  l'amté. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  deux  quantités  géométriques 
sont  équivalentes  lorsqu'elles  seront  composées  de  parties 
égales,  ou  seront  limites  de  cjuantités  variables  composées 
de  parties  respectivement  égales. 

17.  On  peut  remarquer  que,  si  l'on  conçoit  les  parties 
correspondantes  de  ces  quantités  évaluées  par  rapport  à 
une  même  tmité,  on  trouvera  de  part  et  d'autre  les  mêmes 
nombres  et  les  mêmes  somDa.es  de  nombres  ;  de  sorte  qiie  les 
quantités  équivalentes  seront  exprimées  par  les  mômes 
nombres  ou  par  les  limites  de  nombres  égaux.  Mais  cette 
propriété  ne  doit  pas  être  choisie  pour  servir  de  définition; 
elle  est  immédiatement  fondée  sur  la  précédente,  d'après 
le  sens  que  nous  avons  attaché  à  l'égalité  et  à  l'addition  des 
nombres. 

Les  quantités  équivalentes  étant  exprimées  par  des  nom- 
bres égaux,  toutes  les  opérations  de  soustraction,  de  divi- 
sion, etc.,  faites  sur  des  quantités  équivalentes  donneront 
les  quantités  exprimées  par  des  nombres  égaux,  et,  par  con- 
séquent, équivalentes.  Par  exemple,  de  quelque  r 
qu'on  partage  un  parallélogramme  en  deux  parties  éj 
toutes  ces  figures  non  superposables  sont  équivalentes 
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CHAPITRE  V. 


DES  DIFFÉRENTES  MANIÈRES  DONT  LES  QUANTITÉS  PEUVENT 
ÊTRE  CONSIDÉRÉES  COMME  LIMITES  DE  VARIABLES. 


d8.  Les  grandeurs  peuvent  être  oonsidéréés  comme  dé- 
pendant de  limites  de  variatles  de  bien  des  manières  dif- 
férentes. Les  formes  de  leurs  expressions  peuvent  être  aussi 
diverses  que  celles  des  questions  mêmes  dont  elles  sont  les 
solutions. 

Mais  lorsqu'il  s'agit  seulement  de  ramener  une  quantité 
à  d'autres  plus  faciles  à  traiter,  et  qu'on  n'aperçoit  pas  im- 
médiatement une  quantité  variable  d'une  espèce  plus  simple 
dont  elle  soit  la  limite,  on  emploie  le  plus  ordinairement 
l'un  des  deux  procédés  suivants,  qui  ont  été  imaginés  par 
les  géomètres  anciens  et  considérablement  développés  par 
les  modernes. 

Ces  deux  procédés  ont  cela  de  commun  ;  qu'ils  consistent 
l'un  et  l'autre  à  enlever  successivement  de  la  quantité  pro- 
posée des  quantités  d'une  espèce  plus  simple,  en  laissant  un 
reste  qui  présente  bien  les  na.&mes  difficultés  que  la  quantité 
en  question,  mais  qui  diminue  de  plus  en  plus  et  a  pour  li- 
mite zéro.  Par  là  on  tend  déplus  en  plus  à  épuiser  la  quantité, 
ce  qui  a  fait  donner  à  la  méthode  fondée  sur  ces  procédés  le 
nom  de  méthode  d'exhaitstion.  Mais  il  y  a  deux  manières 
très-diiïër entes  de  procéder  à  l'épuisement  de  la  quantité. 
Dans  l'tme  on  enlève  d'abord  une  certaine  quantité  déter- 
minée, et  l'on  ne  s'occupe  plus  que  de  ce  qui  reste  ;  puis  on 
enlève  de  ce  reste  une  nouvelle  quantité  déterminée,  et  l'on 
obtient  un  nouveau  reste  sur  lequel  on  agit  de  même;  et 


y  Google 


a4  LivKE  I, 

ainsi  de  suite  indéfiniment,  de  telle  sorte  que  les  restes 
puissent  devenir  moindres  que  toute  quantité  donnée.  Cette 
propriété  s'exprimerait  dans  notre  langage  en  disant  que  la 
quantité  est  la  limite  d'une  somme  de  quantités  fixes  dont 
le  nombre  augmente  indéfiniment. 

Le  second  procédé,  dû.  à  Archimède,  consiste  à  considérer 
dans  la  grandeur  des  parties  d'espèce  plus  simple,  non  pas 
fixes  com.me  dans  le  premier,  mais  pouvant  décroître  cha- 
ctme  indéfiniment  de  telle  sorte,  que  leur  somme  diffère  do 
la  grandeur  en  question  d'une  quantité  qui  puisse  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée.  C'est  ce  que  nous  ex- 
primerions en  disant  que  les  grandeurs  sont  considérées 
comme  limites  de  sommes  de  quantités  infiniment  petites, 
dont  le  nombre  augmente  indéfiniment. 

Les  anciens  ne  faisaient  pas  de  ces  propositions  le  même 
usage  que  nous.  Elles  leur  servaient  bien  à  découvrir  la  re- 
lation entre  les  quantités  proposées,  et  ils  n'avaient  certai- 
nement aucun  doute  à  cet  égard;  mais  ils  se  croyaient  obli- 
gés de  la  démontrer  avec  une  plus  grande  rigueur.  Pour 
cela,  ils  supposaient  que  la  véritable  relatioa  fût  différente 
de  celle  qu'ils  annonçaient,  et  faisaient  une  énuméralion 
complète  de  toutes  les  formes  qu'elle  pourrait  avoir  si 
celle-ci  n'était  pas  exacte.  Ils  considéraient  ensuite  chacune 
de  ces  formes,  et  démontraient  qu'elle  était  inadmissible 
parce  qu'elle  conduirait  à  une  absurdité  :  d'où  il  résultait 
nécessairement  que  la  relation  annoncée  était  exacte. 

Les  contradictions  ou  absurdités  auxquelles  ils  parve- 
naient s'obtenaient  en  se  fondant  sur  la  possibilité  d'appro- 
cher indéfiniment  des  quantités  proposées  au  moyen  d'autres 
plus  simples,  mais  Us  n'avaient  pas  besoin  de  les  faire  varier 
comme  le  demande  la  théorie  des  limites  ;  ils  se  contentaient 
de  les  supposer  assez  rapprochées  de  leurs  limites  pour 
faire  ressortir  l'absurdité  :  ce  qu'ils  n'auraient  pu  faire,  tou- 
tefois, s'ils  n'avaient  pas  démontré  la  possibilité  d'une  ap- 
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proximation  indéfinie,  qui  est  le  caractère  essentiel  de  ce 
i^c  les  modernes  appellent  limites. 

C'est  ce  que  nous  rendrons  bien  clair  par  quelques 
exemples. 

Les  modernes  ont  fait  entrer  d'une  autre  manière  encore 
les  infiniment  petits  dans  l'expression  des  variables  dont 
les  limites  font  connaître  les  quantités  cbercliées  :  ils  ont 
considéré  les  rapports  des  infiniment  petits  entre  eux. 
Lorsque  deux  quantités  tendent  vers  zéro  en  dépendant 
l'une  de  l'autre,  leur  rapport  est  une  quantité  déterminée 
qui  tend  en  général  vers  une  limite  finie.  Cette  considéra- 
tion, inconnue  aux  anciens,  est  un  des  plus  grands  progrès 
que  la  Science  doive  aux  modernes. 

L'objet  principal  de  cet  Ouvrage  est  de  traiter  des  infini- 
ment petits  sous  ces  deux  points  do  vue.  Nous  aurons  ce- 
pendant l'occasion  d'employer  les  séries  dans  l'évaluation 
des  grandeurs,  et  d'ailleurs  nous  ne  pouvons  nous  dispen- 
ser de  dire  quelques  mots  sur  la  manière  dont  elles  ont  été 
introduites  par  les  anciens  géomètres. 
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DES  GRANDEURS  CONSIDÉRÉES  COMME  LIMITES  DE  SÉRIES. 


19.  Les  premiers  exemples  de  ce  procédé  d'épuisement  ou 
d'exhaustion  ont  été  donnés  par  Euclide,  d'aLord,  au  sujet 
de  la  surface  du  cercle,  ensuite  pour  le  volume  de  la  pyra- 
mide triangulaire,  et  enfin  du  cylindre,  du  cône  et  de  la 
sphère . 

Les  diverses  propositions  qu'il  établît  sont  fondées  sur  un 
môme  lemme  dont  voici  l'é 


Si  d' une  grandeur  quelconque  onôteplus  quesatnoilié, 
que  du  reste  on  ôte  de  même  plus  que  sa  moitié,  qu  on 
agisse  de  la  même  manière  sur  le  nouveau  reste,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment,  les  restes  ^finiront  par  devenir 
moindres  que  toute  quantité  donnée. 

La  vérité  de  cette  proposition  s'aperçoit  imme'diatem.ent  ; 
car,  le  premier  reste  étant  moindre  que  la  moitié  de  la 
grandeur,  le  second  sera  moindre  que  le  quart,  le  troisième 
que  le  huitième,  et  ainsi  de  suite;  ils  finiront  donc  par  être 
au-dessous  d'une  fraction  aussi  petite  que  l'on  voudra  do  la 
grandeur  proposée,  et,  par  conséquent,  moindres  que  toute 
quantité  désignée. 

Dans  notre  langage,  cette  proposition  s'exprimerait  ainsi  : 

La  somme  des  parties  successivement  enlevées  de  la 
quantité  proposée  est  une  variable  qui  a  pour  limite  cette 
quantité  même. 
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application  au  cercle. 

20.  Euclide  commence  par  inscrire  im  carré  dans  le 
cercle-  Sa  surface,  étant  la  moitié  de  celle  du  carré  circon- 
scrit, est  plus  grande  que  la  moitié  de  celle  du  cercle.  En 
l'enlevant,  il  restera  donc  moins  de  la  moitié  de  la  surface 
du  cercle. 

Si  dans  les  quatre  segments  restants  on  inscrit  des  trian- 
gles isoscclcs,  ils  seront  les  moitiés  de  rectangles  circon- 
scrits à  ces  segments,  et,  en  les  enlevant,  il  restera  huit 
nouveaux  segments  formant  une  surface  moiudre  que  la 
moitié  de  celle  des  quatre  précédents.  En  agissant  de  m.6me 
pour  CCS  huit  segments,  on  enlèvera  huit  triangles  qui  en 
feront  plus  de  la  moitié,  et  laisseront,  par  conséquent,  seize 
segments  formant  une  surface  moindre  que  la  moitié  des 
huit  précédents.  En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  voit, 
d'après  le  lemme  précédent,  que  ce  qui  reste  du  cercle  peut 
devenir  moindre  que  toute  surface  donnée. 

On  peut  donc  approcher  indéfiniment  de  la  surface  du 
cercle  au  moyen  d'une  série  dont  chacun  des  termes  est  la 
réunion  des  triangles  inscrits  dans  les  segments  égaux  dont 
le  nombre  va  toujours  en  doublant.  La  somme  des  deux 
premiers  termes  forme  l'octogone  régulier  inscrit  ;  la  somme 
des  trois  premiers  forme  le  polygone  régulier  d'un  nombre 
double  de  côtés,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  approche 
donc  ainsi  du  cercle  au  moyen  de  polygones  réguliers  inscrits 
dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment.  La  dé- 
monstration suppose  que  ce  nombre  va  toujours  en  se  dou- 
blant, ce  qui  u'est  pas  nécessaire  à  l'exaclitude  de  la  propo- 
sition. Mais  si  l'on  ne  voulait  pas  s'assujettir  à  cette  condi- 
tion, il  faudrait  considérer  en  même  temps  des  polygones 
circonscrits  semblables,  et  prouver  que  la  différence  des 
aires  de  deux  polygones  senjblables,  l'un  inscrit,  l'autre 
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circonscrit  au  cercle,  peut  devenir  moindre  que  toute  quau- 
tité  donnée  ;  et  la  différence  du  cercle  à  l'un  ou  l'autre  de 
ces  deux  polygones  étant  moindre  que  cette  même  quantité, 
il  s  ensuivrait  que  le  cercle  serait  la  limite  des  aires  des  po- 
lygones réguliers  îuscrits  ou  circonscrits,  dont  le  nombre 
des  côtés  ne  serait  assujetti  qu'à  augmenter  indéfiniment. 

application  à  la  pjramidc  triangulaire. 

21 .  Soit  la  pyramide  SÂBG  [fig.  i) .  En  joignant  les  mi- 
lieux des  arêtes,  on  forme  deux  prismes  triangulaires  équiva- 
lents AHGDEF  et  HEICFG,  et  deux  pyramides  triangulaires 
SDEF,  EIIBI,  égales  entre  elles,  semblables  à  la  première, 
et  ayant  leurs  arêtes  deux  fois  moindres  que  les  siennes. 
L'un  des  deux  prismes  a  pour  base  le  quart  de  celle  de  la 
jiroposée  et  ime  hauteur  moitié  moindre.  Il  est  plus  grand 
que  l'une  des  deux  pyramides  ;  car  on  reconnaît  facilement 
qu'une  pyramide  DAHGj  égale  à  l'une  d'elles,  pourrait  être 
renfermée  dans  ce  prisme  :  d'où  il  suit  que  la  somme  des 
deux  prismes,  étant  plus  grande  que  les  deux  pyramides 
restantes,  est  supérieure  à  la  moitiéde  la  pyramide  proposée. 
Eu  décomposant  ces  deux  pyramides  de  la  même  manière 
que  la  première,  les  prismes  que  l'on  formera  seront  supé- 
rieurs à  la  moitié  de  ces  pyramides,  et  il  restera  un  nombre 
double  de  pyramides  ayant  leurs  arêtes  moitié  moindres. 

En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  obtient  une  suite 
de  prismes  en  nombre  indéfiniment  croissant,  et  dont  la 
somme  peut  différer  aussi  peu  qu'on  le  voudra  du  volume 
de  la  pyramide.  En  effet,  après  avoir  enlevé  les  prismes  de 
premier  ordre,  il  reste  moins  de  la  moitié  de  la  pyramide; 
après  avoir  enlevé  de  ce  reste  les  prismes  de  second  ordre, 
le  reste  est  moindre  que  la  moitié  du  premier  et,  par  con- 
séquent, que  le  quart  de  la  pyramide.  Le  troisième  reste, 
moindre  que  la  moitié  àa.  second,  sera  moindre  que  le  hui- 
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tième  de  la  pyramide,  et  ainsi  de  suite.  Donc  on  peut  arri- 
vera un  reste  moindre  que  tout  volume  désigné.  La  pyra- 
mide est  donc  la  limite  de  la  sonune  des  prismes  d'ordres 
successifs,  obtenus  comme  nous  l'avons  indiqué. 

22.  Nous  nous  bornerons  à  ces  deux  applications,  qui 
suffisent  à  bien  faire  comprendre  la  conception  d'Euclide; 
mais  nous  croyons  devoir  indiquer  l'usage  qu'il  en  a  fait  pour 
la  démonstration  des  importants  théorèmes  qu'il  avait  en  vue . 

Les  surfaces  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  carrés 
de  leurs  rajons. 

Soient  S,  S' les  surfaces  de  deux  cercles  quelconques  ;  U, 
R'  leurs  rayons  ;  il  faut  prouver  que  l'on  aura 


En  effet,  si  cette  proportion  n'est  pas  exacte,  on  en  pourra 
toujours  former  une  avec  les  trois  premiers  termes,  et  un 
quatrième  plus  grand  ou  plus  petit  que  S'.  Soit  2  ce  qua- 
trième terme,  et  supposons-le  d'abord  plus  petit  que  S.  On 
aura  donc,  d'après  cette  liypotlièse, 

ïl:R'=:;S:2. 

Inscrivons  dans  les  deux  cercles  des  polygones  réguliers 
semblables,  dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfini- 
ment. Soient  P,  P'  leurs  surfaces,  on  aura  toujours 

R'  :  R"  ::  P:  P', 
et,  par  suite, 

S  :  2  ;  :  P  :  P', 

quelque  l'approcbées  que  les  surfaces  des  polygones  varia- 
bles le  soient  de  celles  des  cercles.  Or,  quelque  petite  que 
soit  la  différence  de  2  et  de  S',  comme  elle  est  invariable,  et 
que  la  différence  de  P'  à  S' pourra  devenir  moindre,  d'après 
le  lemme  il  s'ensuit  que  P'  pourra  devenir  plus  grand  que  2  ; 
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et  alors  la  dernière  proportion  est  impossible,  puisque  P 
est  plus  petit  que  S',  tandis  que  P'  est  plus  grand  que  S. 

On  arrive  donc  à  une  conséquence  fausse  en  supposant 
que  2  soit  plus  petit  que  S  :  donc  il  ne  l'est  pas. 

Il  reste  à  prouver  qu'il  n'est  pas  plus  grand. 

Déjà  Euclide,  au  lieu  d'employer  une  démonstration  ana- 
logue, a  préféré  ramener  ce  second  cas  au  premier.  11  fait 
remarquer  pour  cela  que  si  la  proportion  en  question  de- 
vient exacte  en  prenant  un  quatrième  terme,  S  plus  grand 
que  S',  elle  pourrait  le  devenir  en  diminuant  le  troisième 
sans  changer  le  quatrième.  Désignant  par  A  la  surface  plus 
petite  que  S,  qu'il  faudrait  prendre  pour  troisième  terme, 
on  aurait 

R=  :E."::  A:S'    ou    r'=:B.'  ::  s'  :  a, 

ce  qui  ne  diffère  en  rien  du  premier  cas  et  conduirait  à  la 
même  absurdité  au  moyen  des  polygones  réguliers  inscrits. 
Donc  le  quatrième  terme  S  ne  peut  être  plus  grand  que  S'; 
or  il  ne  peut  pas  être  plus  petit.  Donc  il  est  S',  et  la  propor- 
tion énoncée  est  exacte.  Telle  est  la  démonstration  d'Euclide. 

23.  RemAuque.  —  Au  lieu  de  ramener  le  second  cas  au 
premier,  Euclido  aurait  pu  le  traiter  directement  d'une  ma- 
nière analogue,  en  employant  des  polygones  réguliers  circon- 
scritsau  lieu  de  polygones  inscrits  aux  cercles  ;  mais  il  aurait 
fallu  qu'il  démontrât  d'abord  qu'on  peut  approcher  indéfi- 
niment de  la  surface  d'un  cercle  au  moyen  de  polygones  ré- 
guliers circonscrits  dont  on  double  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés.  D  a  voulu  se  dispenser  de  ce  lemme,  presque 
aussi  facile  à  démontrer  que  le  premier  et  qu'il  était  bon  de 
connaître,  quoique  dans  le  cas  actuel  il  ne  fût  pas  indispen- 
sable. Il  est  impossible  qu'il  n'ait  pas  remarqué  que,  si  l'on 
passe  d'un  polygone  régulier  circonscrit  à  un  cercle,  et  qu'on 
double  le  nombre  de  ses  cotés  en  menant  des  tangentes  par 
les  milieux  entre  ses  points  de  contact,  on  a  retranché  de  la 
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surface  du  premier  une  quantité  plus  grande  que  la  moitié 
de  sa  différence  avec  Ja  surface  du  cercle;  si  l'on  agit  de 
même  sur  le  nouveau  polygone,  d'un  nombre  de  côtés  double, 
on  en  retrancliera  plus  de  la  moitié  du  reste  précédent,  et, 
si  l'on  continue  ainsi  indéfiniment,  ce  qui  restera  de  la  pre- 
mière dilférence  pourra  devenir  moindre  que  toute  quantité 
donnée.  Or,  ces  restes  successifs  étant  les  différences  des 
polygones  successifs  au  cercle,  il  est  démontré  qu'en  dou- 
blant toujours  le  nombre  des  côtés  des  polygones  circon- 
scrits, leur  différence  avec  la  surface  constante  du  cercle 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

S'il  avait  établi  ce  second  lemme,  il  aurait  facOenient  dé- 
montré que  le  quatrième  terme  S  ne  peut  être  plus  grand 
que  S'  ;  il  aurait  suffi  qu'il  considérât  des  polygones  régu- 
liers semblables  circonscrits  aux  deux  cercles,  et  qu'il  dou- 
blât le  nombre  des  côtés  des  polygones  successifs  jusqu'à  ce 
que  l'on  obtînt  un  polygone  P'circonscrît  au  second  cercle, 
qui  différât  moins  de  la  surface  de  ce  cercle  que  S  n'en  dif- 
fère; ee  polygone  étant  alors  plus  petit  que  2,  tandis  que 
son  correspondant  P  est  toujours  plus  grand  que  S,  la  pro- 
portion S  :  2  :  :  P  :  P',  à  laquelle  on  est  conduit,  comme  dans 
le  premier  cas,  serait  absurde.  Donc  le  quatrième  terme  ne 
peut  être  plus  grand  que  S'. 

24,  Deux  pyramides  triangulaires  de  mémo  hauteur 
sont  entre  elles  comme  leurs  bases. 

En  opérant  dans  ces  deux  pyramides  la  décomposition 
/"udiquée  précédemment,  les  prismes  correspondants  seront 
toujours  dans  le  rapport  des  bases  des  pyramides  respectives, 
et,  par  conséquent,  il  en  sera  de  même  des  sommes  succes- 
sives de  ces  prismes,  qui  pourront  approcher  indéfiniment 
des  volumes  des  deux  pyramides  proposées.  Il  n'était  pas 
difficile  de  juger  que  ces  dernières  étaient  dans  ce  même 
rapport  ;  il  ne  restait  qu'à  l'établir  d'une  manière  incoiites- 
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table.  Soient  V,  V  les  volumes  des  deux  pyramides  ;  B,  B' 
les  surfaces  de  leurs  bases;  S,  S' les  sommes  variables  des 
prismes  inlérieurs  aux  pyramides.  Si  l'on  n'a  pas 


on  pourra  former  une  proportion  entre  les  trois  premiers 
termes  et  un  volume  plus  grand  ou  plus  petit  que  V.  Soît  U 
ce  volume,  et  supposons-le  d'abord  plus  petit  que  V.  On 

B:B'  ::  V  :  U, 
et  toujours 

B  :  B'  :  :  S  :  S'  ; 
par  suite 

V:U::  S;S'. 

Or,  en  augmentant  indéfiniment  le  nombre  des  prismes, 

S  et  S'  finiront  par  différer  aussi  peu  qu'on  voudra  de  V 
et  de  y'-,  par  conséquent,  S' pourra  différer  de  V  moins  que 
U  n'en  diffère,  et  sera,  par  suite,  plus  grand  que  U.  11  est 
donc  impossible  que  l'on  ait 

v:u::S:S', 

et,  par  conséquent,  l'hypothèse  qui  y  a  conduit  est  absurde  ; 
il  est  donc  impossible  que  la  proportion  dont  les  trois  pre- 
miers termes  sont  B,  B',  V  ait  pour  quatrième  terme  une 
quantité  plus  petite  que  V. 

Euclide  démontre,  par  le  même  détour  que  dans  le  cas 
des  cercles,  que  le  quatrième  terme  ne  peut  être  plus  grand 
que  V;  d'où  il  conclut  qu'il  est  V,  et  que,  par  conséquent, 
les  deux  pyramides  triangulaires  de  même  hauteur  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases. 

25.  Archimède  a  employé  la  même  méthode  pour  obtenir 
la  mesure  du  segment  parabolique.  Il  le  considère  de  même 
comme  limite  d'une  série;  mais  il  a  été  obligé  de  calculer 
l'expression  de  la  somme  de  cette  série  parce  qu'il  ne  cher- 
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chaît  pas,  comme  Euclide,  le  rapport  de  deux  quantités  de 
même  espèce,  mais  la  mesure  même  du  segment.  C'est  à 
cette  circonstance  qu'on  doit  la  première  détermination  de 
la  somme  des  termes  d'une  série  convergente  et  la  limite 
de  cette  si 


26.  Aire  du  segment  parabolitfiie .  —  Soit  le  segment 
paraliolique  quelconque  ASB  [fig-  2). 

Soit  se  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  AB;  G  sera  le 
milieu  de  Aiî,  et  la  tangente  en  S  sera  parallèle  à  AB.  Le 
triangle  ASB,  moitié  du  parallélogramme  ABA'B'  dont  les 
côtés  AA',  BB'  sont  parallèles  à  SC,  et  qui,  par  conséquent, 
renferme  le  segment  ASB,  sera  plus  grand  que  la  moitié  de 
ce  segment. 

Faisons  pour  les  deux  segments  dont  les  bases  sont  SA, 
SB  ce  que  nous  venons  de  faire  pour  le  premier  ;  les 
triangles  SDB,  AD'S  sei'ont  supérieurs  aux  moitiés  de  ces 
segments.  Agissons  de  mênie  pour  les  quatre  segments  rcs- 
*ants  dont  les  bases  sont  BD,  DS,  SD',  D'A,  et  continuons 
ainsi  indéfiniment,  II  est  facile  de  voir  que  le  premier 
triangle  ASB,  plus  les  deux  triangles  du  second  ordre ,  plus  les 
quatre  de  troisième  ordre,  plus  les  huit  de  quatrième,  etc., 
forment  une  somme  dont  la  limite  est  le  segment  ASB. 
Car  on  prend  d'abord  plus  de  sa  moitié,  ensuite  plus  de  la 
moitié  du  premier  reste,  plus  de  la  moitié  du  second,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  D'où  l'on  conclut,  par  les  mêmes 
raisons  que  dans  l'exemple  précédent,  que  le  segment  est 
la  limite  de  la  somme  des  triangles. 

Cette  démonstration  est  due  à  Archimède;  il  a  prouvé 
ensuite  que  la  somme  des  triangles  d'un  ordre  quelconque 
est  le  quart  de  la  somme  de  ceux  de  l'ordre  précédent. 
Soit,  par  exemple,  le  segment  ASB;  menons  DI,  EII  paral- 
lèles à  BC,  E  étant  le  milieu  de  SB.  On  aura 

BC~2EH  =  2DI; 
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d'où  résulte,  d'après  la  proprîélé  des  ordonnées  de  la  par 

bole, 

SI  =  T  se,     et,  par  suite,     IK  =.  7  CB, 

4  4 

d'où 


Mais  les  triangles  SCB,  SDB,  ayant  même  base  SB,  sont 
comme  leurs  hauteurs,  ou  comme  les  parallèles  CB,  DK, 


Donc  les  deux  triangles  auxquels  donne  naissance  un  trian- 
gle ASB,  d'un  ordre  précédent,  forment  une  somme  égale 
au  quart  de  celui-ci  ;  car  ce  que  nous  venons  de  dire  de  ASB 
peut  se  dire  d'un  triangle  d'un  ordre  quelconque. 

Il  résulte  de  là  que  les  sommes  des  triangles  des  différents 
ordres  forment  la  progression  géométrique  suivante  ; 

ASB       ASB         ASB 

^'^'    — '    44'    444'"" 

C'est  précisément  à  cette  occasion  qu'Archimède  a  trouvé 
la  formule  de  la  somme  des  termes  d'une  progression. 

Ses  raisonnements  pourraient  s'appliquer  à  toute  progres- 
sion, mais  il  ne  s'occupe  que  de  celle  dont  il  a  besoin  et 
trouve  pour  la  somme  arrêtée  au  terme  / 

4  ASB       l 
3      ~3' 

La  somme  des  triangles  de  différents  ordres  peut  donc  dif- 
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somme  peut  diflërcr  aussi  peu  qu'on  voudra  du  segment, 

il  ^tait  bien  facile  de  reconnaître  que  ce  segment  et  ^  ASB 

ont  la  même  valeur.  Mais,  pour  éviter  les  objections  des 
sophistes,  Archimède  se  croît  obligé  de  démontrer  que  le 
segment  ne  peut  être  ni  plus  petit  ni  plus  grand  que  les 

4  du  triangle  SAB,  ou  les  ^  du  parallélogramme  ABA'B'. 

Sa  dém.onstration  est  analogue  aux  précédentes,  et  nous 
nous  dispenserons  de  la  reproduire. 

27.  Ces  exemples  suffisent  pour  faire  comprendre  com- 
ment les  anciens  ont  été  conduits  à  considérer  que  les 
grandeurs  pouvaient  être  approchées  indéfiniment  par  des 
sommes  de  grandeurs  fixes,  dont  le  nombre  croissait  indéfi- 
niment j  ou,  suivant  notre  langage,  comment  des  grandeurs 
pouvaient  être  considérées  comme  limites  de  séries.  Nous 
allons  maintenant  montrer  comment  la  méthode  des  mo- 
dernes abrège  leurs  démonstrations  fondées  sur  la  méthode 
de  réduction  à  l'absurde. 


propositions  démontrées  par  la  méthode 
dos  lindles. 

Nous  conserverons  les  démonstrations  des  anciens  pour 
établir  que  le  cercle,  la  pji-amide  et  le  segment  parabolique 
sont  les  limites  de  grandeurs  d'espèce  plus  simple.  La  sim- 
plification consistera  seulement  dans  le  passage  de  la  rela- 
tion des  variables  à  celle  des  limites.  Considérons  successi- 
vement les  trois  propositions  précédentes. 

28.  Les  surfaces  de  deux  cercles  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  de  leurs  rayons. 

En  conservant  les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus, 
3. 
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nous  aurons  d'abord 


or  on  a  démontré  que  P  et  P'  ont  pour  limites  les  surfaces 
S,  S' des  deux  eercles  ;  et  le  principe  général  dit  qu'en  rem- 
plaçant les  variables  gui  entrent  dans  une  équation  par 
leurs  limites  respectives,  on  a  une  équation  exacte  entre 
CCS  limites.  L'équation  précédente  entre  les  variables  P  et  P' 
conduira  donc  à  la  suivante  ; 


et,  par  conséquent,  les  suri'aces  de  deux  cercles  quelconques 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  rayons. 

29.  Deux  pyramides  triangulaires  de  même  base  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs. 


Nous  avons  trouvé  précédemment 


remplaçant  les   variables  S,  S'  par  leurs  limites  V,  V,  t 
aiira 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

30.  Mesure  du  segment  parabolique, 

Archimède  a  démontré  qu'en  enlevant  de  ce  segment  les 
surfaces  exprimées  par  les  différents  termes  de  la  progres- 
sion 

ASB        ASB  ASB 
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le  l'esté  pourait  devenir  moindre  que  toute  grandeur  don- 
née; désignons  cette  somme  par  S„,  nous  aurons 

faisant  croître  n  indéfiniment,  les  deux  membres  tendront 
vers  des  limites  égales.  Or  celle  du  premier  membre  est  le 

segment  parabolique;  celle  du  second  est  ^  ASB  :  donc  la 

surface  du  segment    est  les    ^  du  triangle  ASB  ou  les  •= 

du  parallélogramme  BAA'B'. 

31 .  Mesiu-e  de  la  pyramide  triangulaire. 

La  décomposition  faîte  par  Euclide  l'a  conduit  à  trouver 
le  rapport  de  deux  pyramides  ;  mais  elle  aurait  pu  lui  don- 
ner la  mesure  même  de  la  pyramide  s'il  avait  connu  la  for- 
mule d'Archimède  pour  la  somme  des  termes  de  la  progres- 
sion géométrique  dont  la  raison  est  j  ■ 

En  effet,  en  désignant  par  b  la  base  et  par  h  la  hauteur  de 

la  pyramide,  les  deux  prismes  du  premier  ordre  auront  cha- 

hh         ,  bh 

cun  pour  mesure  -jr-i  et  leur  somme  sera  -j-- 

Or  les  prismes  d'un  ordre  quelconque  sont  en  nombre 
double  de  ceux  de  l'ordre  précédent;  maïs,  leurs  dimensions 
étant  deux  fois  moindres,  leurs  volumes  sont  huit  fois 
moindres  :  leur  somme  sera  donc  le  quart  de  la  précédente. 

Les  termes  de  la  série  dont  la  limite  est  le  volume  de  la 
pyramide  seront  donc 

bh        hk        bh 
Si  donc  on  désigne  par  V„  le  volume  de  la  somme  des 
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prismes  jusqu'à  un  ordre  quelconque  n,  on  aura 

Prenant  les  limites  des  deux  membres,  et  observant  que  la 
progression  est  précisément  celle  d'Archîmède,  moins  le 

Le  volume  de  la  pyramide  est  égal  à  -^i  ou  au  tiers 
du  produit  de  la  base  par  sa  liauteur. 

32.  Nous  allons  passer  mainlenanl  au  second  point  de 
vue  sous  lequel  les  anciens  ont  considéré  les  grandeurs 
comme  limites.  C'est  à  Archimède  seul  que  revient  l'hon- 
neur de  cette  féconde  conception. 
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CHAPITRE  Yll 

DES  GRANDEURS  CONSIDÉRÉES  CUMME  LIMITES  DE  SOMMES 
D'INFINIMENT  l'ETITS. 


33.  Une  des  conceptions  les  plus  împorianles  dans  la 
mesure  des  grandeurs  est  celle  par  laquelle  on  les  consi- 
dère eomme  limites  de  sommes  de  quantités  d'espèce  plus 
simple,  qui  tendent  indéfiniment  vers  zéro,  en  même  temps 
que  leur  nombre  augmente  indéfiniment.  Ces  variables,  qui 
ont  zéro  pour  limite  et  que  nous  désignerons  sous  le  nom 
d^ infiniment  petits,  sont  susceptibles  d'une  grande  indé- 
termination ;  elles  ne  sont  assujetties  qu'à  la  condition  que  la 
différence  de  leur  somme  à  la  quantité  proposée  ait  pour  li- 
mite zéro.  Il  reste  donc  beaucoup  de  latitude  dans  le  choix 
de  ces  éléments,  et  l'on  peut  en  profiler  pour  simplifier 
considérablement  les  calculs. 

Le  principe  fondamental  sur  lequel  se  fondent  ces  sim- 
plifications est  le  suivant  : 

Théorème.  —  La  limite  de  la  somme  de  quantités  posi- 
tifes  infiniment  petites  rîest  pas  changée,  lorsqu'on  rem- 
place ces  quantités  par  d'autres  dont  les  rapports  awec 
elles  ont  respectivement  pour  limite  l'unité. 

Soient,  en  effet,  les  infiniment  petits 


dont  la  somme  tend  vers  une  limite  à  mesure  que  leur 
nombre  augmente  indéfiniment.  Soient  d'autres  infiniment 
petits 
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tels,  ([ue  les  rapports 


aient  tous  pour  limite  l'unité 

Or,  on  sait  que  si  l'on  a  une  suite  de  fractions  dont  les 
dénominateurs  sont  positifs,  la  somme  des  numérateui's  di- 
visée par  la  somme  des  dénominateurs  est  intermédiaire 
entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande. 

La  fraction 


p,-l-|i,^h...+  p„ 
sera  doue  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
précédentes,  et  tendra  néecssairement  aussi  vers  l'imité  : 
d'où  il  résulte  que  son  dénominateur  tendra  vers  une  limite 
égale  à  celle  du  numérateur;  la  somme  Pi +^s-^-|55-i-- - '-l-^'n 
a  donc  la  même  limite  que  a,  +  «a-H  -  ■  ■ -r-a,„,  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Si  l'une  de  ces  deux  sommes  était  invariable,  la  limite 
de  l'autre  serait  égale  à  la  valeur  constante  de  la  première, 
puisque  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité. 

Remauqwe.  —  Si  le  rapport  de  deux  éléments  correspon- 
dants quelconques  des  deux  sommes,  au  lieu  de  tendre  vers 
l'unité,  tendait  vers  une  même  limite  /,  le  rapport  des  deux 
sommes  serait  com.prîs  entre  deux  rapports  ayant  (  pour 
limite,  et  aurait,  par  conséquent,  cette  même  limite.  Donc 
les  limites  des  deux  sommes  ont  précisément  l  pour  rap- 
port. 

34.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  la  recterclie  des 
limites  de  sommes  d'infiniment  petits  peut  conduire  à  celle 
des  limites  des  rapports,  que  nous  aurons  bientôt  à  consi- 
dérer directement.  Cette  dernière  recberclie  est  facilitée  par 
un  théorème  analogue  au  précédent,  et  qu'il  est  bon  d'éta- 
blir dès  à  présent. 
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33.  Deuxième  théorème.  — ■  La  limite  du  rapport  de 
deux  quantités  infiniment  petites  71  est  pas  changée  quand 
on  remplace  ces  quantités  par  d'autres,  qui  ne  leur  sont 
pas  égales,  mais  dont  les  rapports  avec  elles  ont  respecti- 
vement pour  limites  l'unité. 

Soient,  en  eiret,  «  et  |3  deux  quantités  infiniment  petites  ; 

et'  et  (3'  d'autres  quantités  telles,  que  les  limites  de  -7  et  de 
■J7  soient  égales  à  l'unité,  et  que,  par  suite,  les  limites  des 
rapports  inverses —>  ^  soient  aussi  égales  à  l'imité;  on 
aura  identiquement 

Les  limites  de  quantités  égales  étant  égales,  et  la  limite 
d'un  produit  étant  le  produit  des  liinilcs,  on  tirera  de  cette 
identité,  en  désignant  les  limites  par  l'abréviation  limelen 

observant  que  lim  ^  -~  ^  *"■  '^"^  "t  =  •  1 


Ce  qu'il  fallait  démontrer. 


36.  On  peut  énoncer  ces  deux  mêmes  théorèmes  d'une 
autre  manière,  au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  est 
l'unité,  leur  différence  est  ihfinimeut  petite  par  rapport 
A  l'une  qtjelcokqïe  des  deux;  c'est-à-dire  que  le  rapport 
de  cette  différence  à  l'une  quelconque  de  ces  quantités  a 
pour  limite  zéro. 

Et  réciproquement  :  Si  la  différence  de  deux  quantités 
est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'une  d'elles,  la  limite 
de  leur  rapport  est  l'unité. 
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Soient,  en  effet,  a  et  a'  deux  quantités  quelconques  et  ^ 
leur  différence  ;  on  aura 

Donc,  si  la  limite  de  —,  est  l'unité ,  celle  de  -;  est  zéro,  et 

réciproquement . 

Si  l'on  avait  divisé  par  «  au  Heu  de  et',  on  aurait  prouvé 

que  -  a  pour  limite  zéro  ;  et  d'ailleurs  il  est  évident  que  à 

étant  la  différence  de  a  et  a'  est  contenue  dans  le  plus  grand 
une  fois  de  plus  que  dans  l'autre,  et  que,  par  conséquent, 

les  rapports  -?  —  sont  en  même  temps  infiniment  petits. 

On  pourra  donc  énoncer  les  deux  théorèmes  de  cette 
autre  manière  : 

Les  limites  de  rapports  ou  de  sommes  d'infiniment  pe- 
tits ne  sont  pas  changées,  quand  on  remplace  ces  infini- 
ment petits  par  d'autres  qui  en  diffèrent  respectivement 
de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  eux. 

Le  grand  avantage  que  l'on  retire  de  ces  théorèmes  con- 
siste en  ce  qu'ils  permettent  souvent  de  négliger,  dans  les 
quantités  infiniment  petites,  la  partie  qui  en  rend  la  com- 
paraison et  le  calcul  difficiles.  Il  suffit  toujours  que  cette 
partie  soit  infiniment  petite  relativement  à  la  quantité  elle- 
même,  et  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les  résultats  où 
l'on  n'a  en  vue  que  les  limites  des  rapports  ou  des  soomies 
de  ces  quantités  infiniment  petites. 

Divers  ordres  d' infiniment  petits . 

37.  Si  l'on  considère  plusieurs  infiniment  petits  dépen- 
dant les  uns  des  autres,  de  telle  sorte  que,  l'un  étant  déter- 
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miné,  tous  les  autres  le  soient,  et  que  l'on  en  prenne  un  en 
particulier  pour  y  rapporter  tous  les  autres,  on  appellera 
inCniment  petits  du  premier  ordre  ceux  dont  les  rapports 
avec  celui-là  auront  des  limites  finies;  infiniment  petits  du 
second  ordre  ceux  dont  les  rapports  avec  le  même  infini- 
ment petit  principal  seront  des  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre  ;  et  en  général  infiniment  petits  de  l'ordre  n 
ceux  dont  les  rapports  avec  l'infiniment  petit  principal  se- 
ront des  infiniment  petits  de  l'ordre  n  — ^  i . 

Lorsque  l'on  veut  exprimer  seulement  que  le  rapport  d'un 
mfinimenl  petit  a  un  autre  a  pour  limite  zéro,  on  dit  que  le 
premier  est  infiniment  petit  par  rapport  au  second. 

Cela  posé,  il  est  très-facile  d'exprimer  au  moyen  de  l'in- 
finiment petit  principal  ceux  de  tous  les  ordres  différents. 
En  effet,  désignons  le  premier  par  «,  et  par  (3  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre  dont  la  limite  du  rapport  avec  a  soit 
K  ;  on  aura 

!^  — K-hw,      d'où      pi^'a(K+«), 

w  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  a. 

L'expression  de  tout  infiniment  petit  du  premier  ordre 
sera  donc  de  la  forme 

.(K+.), 

M  étant  infiniment  petit,  et  K  fini. 

Soit  maintenant  y  un  infiniment  petit  du  second  ordre, 

le  rapport^  devant  ^tre  du  premier  ordre;  on  aura 

et,  par  conséquent,  la  forme  de  tout  infiniment  petit  du 
second  ordre  sera 
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En  conrîiiuant  ainsi,  il  est  facile  de  voir  que  la  forme 
générale  des  infiniment  petits  de  l'ordre  n  est 

K  étant  fini  et  a  infiniment  petit. 

Mais  il  y  a  souvent  lieu  de  considérer  des  infiniment  pe- 
tits dont  le  rapport  avec  une  puissance  fraetionnaire  de  «  a 
une  limite  finie  ;  et  l'on  est  convenu  d'appeler  infiniment 

petit  de  l'ordre  —  celui  dont  le  rapport  avec  a.1  a  une  limite 

finie  :  la  formule  qui  représentera  les  quantités  de  cet  ordre 
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CHAPITRE  VlII. 

COMMENT  LES  AIRES  DES  COURBES  PLANES  PEUVENT  ÊTRE 

CONSIDÉRÉES  COMME  LIMITES  DE  SOMMES 

D'INFINIMENT  PETITS. 


38,  Sommes  de  parallélogrammes  injiniment  petits. 
—  Considérons  une  surface  plane  limitée  par  des  arcs  de 
courbes  quelconques;  divisons-la  par  un  système  de  paral- 
lèles dont  les  distances  soient  dans  des  rapports  arbitraires, 
mais  tendent  toutes  vers  zéro.  La  somme  des  aires  com- 
prises entre  ces  parallèles  successives  est  toujours  identique 
avec  l'aire  chere-ljéé,  et  cliaciiïie  de  ces  aires  élémentaires 
offre  la  même  di£Qculté  que  la  proposée,  puisqu'elle  ren- 
ferme des  courbes  dans  son  périmètre. 

Mais  si  à  chacuno  de  ces  aires  élémentaires  on  supprime 
ou  l'on  ajoute  des  parties  infiniment  petites  par  rapport  à 
ces  aires  respectives,  et  qui  fassent  disparaître  la  partie 
courbe  de  leur  périmètre,  la  limite  de  la  somme  de  ces  nou- 
velles aires  plus  simples  sera  l'aire  cbercbée,  d'après  le 
principe  généi-al.  Le  moyen  le  plus  commode  d'obtenir  ce 
résultat  consiste  à  mener  par  les  extrémités  de  chacune  des 
cordes  des  parallèles  à  une  même  direction  arbitraire,  ter- 
minées à  la  corde  suivante.  Soient,  en  effet,  MN,  M'N' 
deux  parallèles  consécutives  quelconques  :  en  menant  par 
les  extrémités  M',  N'  (fig.  4)  des  parallèles  M'H',  WV  à 
une  direction  choisie  à  volonté,  on  retranche  les  parties 
S'I'N,  M'H'M;  en  menant.les  paraUcles  MH,  NI  par  les 
extrémités  M,  N,  on  ajouterait,  au  contraire,  les  parties 
MHM',  NN'I.  Or  deux  de  ces  quatre  parties  sont  moindres 
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que  le  parallélogramme  NIN'I',  elles  deux  autres  moindres 
que  le  parallélogramme  MHM'H';  ces  deiix  parallélo- 
grammes sont  infiniment  petits  par  rapport  au  parallélo- 
gramme M'H'N'I',  qui  est  moindre  que  le  segment  de  la 
courbe  ;  car  leurs  rapports  à  M'Ii'N'I'  sont  les  mêmes  que 
ceux  de  leurs  bases  MH',  NI'  à  la  base  H'I'  et  ces  derniers 
tendent  vers  zéro,  puisque,  les  parallèles  MN,  M' H'  se  rap- 
procliant  indéfiniment,  MH',  NI'  tendent  vers  zéro,  tandis 
que  H'I'  reste  fini.  Il  suit  de  là  que  les  rapports  des  paral- 
lélogrammes HH',  II'  au  segment  de  la  courbe  ont  pour  li- 
mite zéro  ;  il  en  est  de  même,  à  plus  forte  raison,  des 
triangles  formés  par  les  arcs  MM',  ÏÏÏÏ  ',  et  par  conséquent 
l'aire  de  la  courbe  est  la  limite  de  la  somme  des  parattélo- 
grammes  ayant  pour  hases  les  cordes  parallèles,  pow 
hauteurs  leurs  distances,  et  pouvant  être  entièrement  inté- 
rieurs, ou  en  partie  extérieurs  à  cette  aire. 

On  peut  niêm.e  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que 
les  sommets  des  parallélogrammes  soient  aux  extrémités 
mêmes  des  cordes  :  il  suffit  qu'ils  soient  en  des  points  infini- 
ment voisins  de  ces  extrémités  ;  il  n'est  même  pas  nécessaire 
que  ces  parallélogrammes  soient  contigus,  pourvu  que  l'in- 
tervalle entre  deux  consécutifs  soit  infiniment  petit  par 
rapport  aux  hauteurs  infiniment  petites  de  ces  parallélo- 
grammes ;  car  cela  revient  à  retrancher  de  chaque  élément 
une  partie  inâulment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Cette 
considération  générale,  dont  l'exactitude  résulte  du  prin- 
cipe fondamental,  s'applique  à  tout  ce  qui  suit. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  une  somme  de  termes 

ayant  une  même  expression  générale  par  le  signe  X  sw-ivi 
de  cette  expression.  Ainsi,  u  désignant  une  corde  quelcon- 
que et  ce  la  distance  de  deux  cordes  consécutives,  2\  ""  l'c- 
présentera  la  somme  des  aires  des  parallélogrammes  varia- 
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bles,  et  \im^  u OC  représentera  la  limite  de  leur  somme,  ou 
l'aire  de  la  courbe, 

39.  SoTnmes  de  trapèzes  infiniment  petits.  —  Au  lieu 
de  supposer  les  lignes  MH,  M'H',  M,  K'I'  parallèles  à  une 
direction  fixe,  on  pourrait  les  mener  dans  des  directions 
différentes  les  unes  des  autres,  et  variables  d'ime  manière 
arbitraire  d'une  trancbe  à  l'autre  :  il  suffit  qu'elles  fassent 
toujours  un  angle  fini  avec  les  cordes.  En  efl'et,  la  figure 
NIN'l'- deviendra  un  trapèze  dont  les  bases  N'I,  NI'  seront 
infiniment  petites,  puisque  les  lignes  N 'F  font  avec  MN 
des  angles  finis,  et  que  la  hauteur  du  trapèze  est  infiniment 
petite;  la  mesure  de  ce  trapèze  a  donc  un  rapport  infini- 
ment petit  avec  celle  du  trapèze  intérieur  M' H' N'I'  et,  par 
conséquent,  avec  le  segment  même  de  la  courbe.  Il  en  serait 
de  même  du  trapèze  MHM'H'.  Si  donc,  au  lieu  de  ce  seg- 
ment, on  prend  un  des  trapèzes  ayant  pour  base  MN,  M'N' 
JMI',  NH',  on  ne  fait  qu'ajouter  ou  retrancber  à  l'élément 
exact  de  l'aire  clierchée  une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  cet  élément;  et  la  limite  de  la  somme  de  ces  tra- 
pèzes sera  précisément  égale  à  la  somme  des  éléments  exacts 
de  cette  aire  ou  à  cette  aire  elle-même. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  trapèzes  inscrits  dans 
le  segment  :  les  côtés  non  parallèles  sont  alors  les  cordes 
MM',  NN'.  Il  peut  aussi  être  quelquefois  utile  de  faire  con- 
courir toutes  les  lignes  MH,  M'H',  NI,  N'I'  vers  un  même 
point  ;  et  c'est  ce  qu'a  fait  Arcbimède  dans  une  de  ses  mé- 
thodes pour  la  quadrature  de  la  parabole. 

40.  Sommes  de  secteurs  infiniment  petits.  —  Il  n'est 
pas  nécessaire  de  supposer  parallèles  les  cordes  qui  divi- 
sent l'aire  en  éléments  infiniment  petits.  On  peut  assujettir 
leurs  directions  à  une  loi  quelconque,  suivant  les  circon- 
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Stances  ;  la  seule  condition  nécessaire  est  de  n'ajouter  ou 
retrancher  à  chaque  élément  exact  qu'une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  lui. 

Une  des  lois  les  plus  simples  est  celle  qui  fait  passer 
toutes  les  cordes  par  un  même  point.  Soient  O  ce  point 
[fis-  ^)  ^^  '-*^^'  '-*^'  ^^^'^  sécantes  faisant  entre  elles  un 
angle  infiniment  petit;  la  somme  des  éléments  OM'M  est 
identique  avec  l'aire  cherchée,  si  le  point  O  est  dans  son 
intérieur;  et  cette  aire  sera  la  limite  de  la  sonune  des  aires 
que  l'on  obtiendra  en  ajoutant  ou  retranchant  à  chacun  de 
ces  éléments  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à 

lui. 

Cette  modification  des  cléments  exacts,  et  qui  a  toujours 
pour  objet  de  les  simplifier,  peut  être  faite  de  bien  des 
manières  diflërcntcs.  On  pourrait  mener  par  M,  M'  des 
droites  dans  des  directions  déterminées,  et  substituer  les 
triangles  rectilignes  à  l'élément  exact;  on  pourrait  aussi, 
au  lieu  de  lignes  droites,  mener  des  courbes  arbitraires  ; 
mais  ce  qui  est  ordinairement  le  plus  simple,  c'est  de  dé- 
crire des  arcs  de  cercle  ayant  0  pour  centre,  et  c'est  ce  qu'a 
fait  Archimède  dans  sa  quadrature  de  la  spirale. 

Il  est  facile  de  voir,  en  efl'et,  que  le  rapport  des  deux 
secteurs  circulaires  semblables  ayant  pour  rayons  OM, 
OM',  étant  celui  des  carrés  de  ces  lignes,  a  pour  lim.ite 
l'unité,  et  que,  par  conséquent,  leur  différence  est  iniîm- 
ment  petite  par  rapport  à  ces  secteurs.  Or  l'un  d'eux  est 
compris  entièrement  dans  l'élément  OM'M,  et  celui-ci  est 
compris  entièrement  dans  l'autre  secteur  ;  car  on  peut  sup- 
poser l'angle  O  assez  petit  pour  que  les  rayons  vecteurs  de 
la  courbe  croissent  ou  décroissent  constamment  de  M  en  M'. 
Donc  le  rapport  de  chacun  des  deux  secteurs  à  l'élément 
exact  de  l'aire  a  aussi  pour  limite  l'unité,  et  l'aire  cherchée 
est  la  limite  de  la  som.me  des  secteurs  circulaires  infiniment 
petits,  intérieurs  ou  extérieurs. 
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Si  le  point  0  n'était  pas  dans  l'intérieur  de  l'aire  pro- 
posée, celle-ci  serait  la  différence  de  deux  aires  auxquelles 
ce  point  appartiendrait,  et  que  1  on  considérerait  séparé- 
ment, comme  on  vient  de  le  dire.  On  pourrait  aussi  prendre 
la  différence  de  deux  secteurs  compris  entre  les  mêmes 
rayons,  et  chercher  la  limite  de  la  somme  de  ces  différences. 

Au  lieu  de  supposer  que  les  cordes  passent  par  un  même 
point,  on  pourrait  les  mener  tangentes  à  une  courbe  don- 
née ;  on  pourrait  les  assujettir  à  d'autres  lois  encore.  Toutes 
ces  généralisations  n'offrent  aucune  difficulté  quand  on  a 
bien  saisi  les  principes  précédents,  et  nous  ne  nous  y  arrê- 
terons pas. 
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APPLICATION  DES  PRINCIPES  PliÉCÉlDENTS  A  QUELQUES 
EXEMPLES. 


M.  Aù-e  du  segment  parabolique.  —  Cette  question 
nous  offrira  des  exemples  de  procédés  très-divers  qu'on 
peut  employer  dans  la  recherche  des  quadratures,  el  don- 
nera une  idée  de  la  variété  des  ressources  que  présente  la 
méthode  infînilésimale. 

Phemièb-e  solution.  —  En  rapportant  la  parabole  an 
diamètre  AB  {fig.  6)  de  la  base  CD  du  segment  obliquL- 
donné,  et  à  la  tangente  AY  parallèle  à  cette  base,  les  carrés 
des  ordonnées  sont  proportionnels  aux  abscisses,  et  l'équa- 
tion de  la  courbe  est  de  la  forme 


Coupons  la  surface  par  des  parallèles  à  AY;  l'aire  ADC 
pourra  être  considérée  comme  limite  de  la  somme  des  pa- 
rallélogrammes intérieurs,  qui  seront  divisés  en  deux  parties 
égales  par  le  diamètre  AB  ;  de  sorte  que  les  deux  aires  ABC, 
ABD,  étant  limites  de  sommes  égales,  sont  équivalentes.  11 
suffit  donc  de  calculer  la  moitié  ABC. 

On  connaîtra  l'aire  ABC  si  l'on  connaît  son  rapport  au 
complément  AEC  de  cette  aire  au  parallélogramme  ABCE  ; 
et  poiu'  cela,  nous  comparerons  deux  parallélogrammes 
correspondants  PMHP',  QMRQ'  des  sommes  qui  ont  pour 
îimites  ces  deux  aires.  En  désignant  par  x,  r  les  coordon- 
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nées  du  point  quelconque  M,  et  par  h  et  k  les 
ments  qu'elles  subissent  quand  on  passe  de  M  à  M' ,  on 

PMHP'  _  jh 


et  l'on  a,  par  l'équation  de  la  courbe, 

j'  =  3/>.K,     [y  +  f'Y  =  y-P[^  +  ''')' 
d'où 

lyli  -\-  k''  =^  iph. 

On  tire  de  là  /i,  au  moyen  de  /f,  et  Je  rapport  cherché  — 
devient 

■Api:  ■  "^  %px 

Ce  rapport  tend  donc  vers  la  limite  a  lorsque  k  tend  vers 
zéro.  Les  deux  aires  ACB,  AEC  sont  donc  les  limites  de 
sommes  d'intiniment  petits  tels,  que  le  rapport  de  deux 
correspondants  quelconques  tend  vers  la  même  limite  2  : 
donc,  d'après  les  principes  démontrés  (n"  36),  le  rapport 
des  aires  ABC,  AEC  est  précisément  a. 

Ainsi  l'aire  ACB  est  les  deux  tiers  du  parallélogramme 
AECB;  et  Taire  proposée  ACD  est  les  trois  quarts  de  ce 
même  parallélogramme,  ou  du  triangle  rectiligne  ACD, 
comme  Archimède  l'a  démontré  le  premier. 

DetixiÈMË  SOLUTION.  —  Il  est  facile  de  calculer  direc- 
tement l'aire  AEC,  qui  est  la  limite  de  la  somme  des 
parallélogrammes  QMRQ'  ou  QHM'Q',  dont  l'expression 
générale  est  xk  sin  A,  A  désignant  l'angle  YAX.  k  désignant 
l'accroissement  successif  de  jTî  '1  est  nécessaire  d'exprimer 
X  au  moyen  de  r  ;  ce  qui  donnera  pour  expression  d'un 

quelconque  des  parallélogrammes  — ■  Or  si  l'on  sup- 

4. 
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pose  dans  ce  cas-ci  que  les  hauteurs  des  parallélogre 
soient  toutes  égales,  ce  qui  était  inutile  dans  la  solution 
précédente,  les  valeurs  successives  de  j  seront 

/■,     2^',     3^-,.  .  .,     ni, 
et  l'on  aura 

n/.  — AE,      ou      («  +  l):^:-::Al:, 


suivant  qu'on  prendra  les  parallélogrammes  QM'  ou  QK, 
ce  qui  est  indîHérent. 

Il  s'agit  donc  de  trouver  la  limite  de  la  somme 


-fr 


lorsque  n  croit  indéfiniment,  et  que  k  décroît  en  même 
temps  de  telle  sorte  que  l'on  ait  tottjours  nJt  =  AE. 

Or  Archimède  a  donné  pour  la  sommation  des  carrés  des 
nombres  naturels  une  formule  qui,  écrite  avec  les  signes 
employés  par  les  modernes,  donne 


1.2.3 

la  limite  de  l'expression  suivante 

InA    „{„  +  ,)f2.;--T) 


AE(AE  -4-  ^)(^Aii:  -f-  ^-)si 

■  '  2.2.3/, 


lorsque  h  tend  vers  zéro.  Cette  limite  est  évidemment 

AË'-binA  AB.AEsinA 

2.3p         ""      ~—l  ' 


1  observant  que  —  =  AB. 
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L'aire  AEC  est  donc  le  tiers  du  parallélogramme  ABCE  ; 
et  l'aire  ABC  en  est  les  deux  tiers,  comme  nous  l'avions 
trouvé  par  le  premier  procédé. 

Troisième  solution.  —  Cette  solution  aura  l'avantage 
de  donner  un  exemple  d'un  mode  de  décomposition  très- 
différent  des  précédents.  Nous  y  considérerons  une  aire 
comme  limite  d'une  somme  d'aires  infiniment  petites  dé- 
terminées par  des  droites  langentes  à  une  m&me  courbe. 

Soient  ACC'(^g-.  7)  le  segment  parabolique:  AB  le  dia- 
mètre, CD  la  tangente  en  C,  d'où  résulte  AD  =  AB  -,  nous 
allons  comparer  les  deux  aires  ACB,  DAC. 

Nous  considérerons  ACB  comme  limite  d'une  somme  de 
trapèzes  inscrits  PMM'  P',  dont  les  côtés  PP'  situés  sur  AB 
tendent  tous  d'une  manière  quelconque  vers  zéro. 

Quant  à  l'aire  DAC,  nous  mènerons  en  M  et  M'  les 
deux  tangentes  MT,  M'T',  d'où  résultera  AT  =  ÂP, 
AT'  ^  AP',  TT'  =  PP'.  Si  par  le  point  de  rencontre  R 
de  ces  tangentes  on  mène  une  parallèle  à  AB,  on  aura  le 
diamètre  des  cordes  MM',  qui  passera  par  conséquent  par 
le  milieu  de  MM';  de  sorte  que  l'aire  du  triangle  TRT'  sera 
la  moitié  de  celle  du  trapèze  PP'MM'.  Or  il  est  facile  de 
reconnaître  que  l'aire  DAC  est  la  limite  de  la  somme  des 
triangles  T'ÏR.  En  effet,  celte  aire  est  exactement  la 
somme  des  aires  compiises  entre  chacun  des  arcs  MM',  la 
tangente  M'T',  la  hase  T'T  et  la  tangente  TM,  terminée 
en  M.  Mais  chacune  de  ces  aires  diffère  du  triangle  corres- 
pondant T'TR  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  lui,  lorsque  PP'  tend  vers  zéro;  car  cette  diffé- 
rence est  moindre  que  le  triangle  rectiligne  MRM'  dout  le 
rapport  au  triangle  T'RT  est  celui  des  rectangles  des  côtés 
qui  comprennent  leurs  angles  en  R,  qui  sont  supplémen- 
taires; rapport  qui  est  évidemment  infiniment  petit.  Donc 
l'aire  DAC  est  la  limite  de  la  somme  des  triangles  T'RT, 

Cela  posé,  les  deux  aires  ACB,   DAC,  étant  limites  de 
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sommes  d'infiniment  petits  qui  sont  dans  le  rapport  de  2:1, 

seront  elles-mêmes  dans  ce  rapport.  Donc  ACB  est  les  deux 

tiers  du  triangle   DBC,  ou  du  parallélogramme  construit 

sur  AB  et  BC  ;  ce  qui  ramène  aux  résultats  précédemment 

obtenus. 

42.  Généralisation  du  problème.  —  Au  lieu  de  l'équa- 
tion particulière  y^  =^  zpx^  prenons  l'équation  plus  géné- 
rale j"  =^px"^  n  etm  étant  des  nombres  entiers  quelcon- 
ques, positifs  ou  de  signes  contraires.  Les  courbes  qu'elle 
représente  seront  paraboliques  dans  le  premier  cas  ;  dans 
le  second,  elles  seront  des  hyperboles  ayant  les  axes  de  coor- 
données pour  les  asymptotes. 

i"  La  courbe  représentée  par  l'équation  j"  =;  px"",  m  et 
71  étant  positifs,  passe  par  l'origine,  et  nous  nous  proposons 
de  mesurer  l'aire  comprise  entre  un  arc  AM  {Jîg-  8)  et  les 
coordonnées  MB,  AB  de  son  extrémité  M. 

Pour  cela,  nous  clierclierons  le  rapport  des  deux  aires 
AMB,  AM.C,  et,  à  cet  effet,  nous  comparerons  deux  paral- 
lélogrammes correspondants  WP',  NW,  éléments  infini- 
ment petits  des  sommes  dont  les  limites  sont  AMB,  AMC. 
En  désignant  par  x,  y  les  coordonnées  de  N,  par  h,  k  leurs 
accroissements  en  passant  de  N  en  N'j  le  rapport  des  deux 

parallélogrammes  sera— 5  et  sa  limite  sera- lim--  Potu" 

obtenir  la  limite  de  - 1  il  faut  exprimer  que  les  deux  points 

sont  sur  la  courbe,  ce  qui  donne 

y  "  p:L'%      (j  -i-  kfr^p[x  -+-  h)'". 

Développant  les  puissances,  et  supprimant  les   premiers 
termes  des  deux  membres,  qui  se  détruisent,  il  vient 

li[/iY"-'  -I-  p)  =  h[mp.->f~'  +  a}. 
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|3  représentant  une  somme  de  termes  qui  renferment  k  de- 
puis la  première  puissance  jusqu'à  la  («  —  j^si"»^  gt  a  une 
somme  de  termes  renfermant  h  depuis  la  première  puis- 
sauce  jusqu'à  la  {m —  i)"'"'.  On  tire  de  cette  équatiou 


et,  par  conséqucm, 


La  limite   du  rapport  des  deux  parallélogrammes    est 
donc 

"J"       ^^^      «  . 
mpjf  m 

Donc  aussi  le  rapport  des  deux  aires  AMB,  AMC  est  —  ; 

l'aire  cherchée  AMB  est  donc  au  parallélogramme  ABMC 

tiaus  le  rapport ;  et  sa  valeur  est )  si  l'on  dé- 

signe  par  «,  b  les  coordonnées  de  M,  et  par  A  l'angle  des 
axes.  Si  l'aire,  au  lieu  d'être  prise  à  partir  de  l'origine, 
l'était  entre  deux  ordonnées  correspondant  aux  abscisses 
a,  a',  elle  aurait  évidemment  pour  expression 

__^_[„'/y—  nè)sinA. 

a"  Si  les  deux  exposants  sont  des  signes  contraires,  on 
peut  mellre  l'équation  sous  la  forme 


en  supposant  metn  positifs. 

Les  deux  parallélogrammes  MP',  MQ'  Ifig.  9),  éléments 
correspondants  des  sommes  qui  ont  pour  limites  les  aires 
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]Nf  N'BB',  ÏÏN'CC,  ont  pour  rapport  — ^|,  a  et  k  étant  de 
signes  contraires  et  satisfaisant  à  l'équation 

ou 

|3  représentant  un  ensemble  de  termes  renfermant  A  à  la 
premiière  puissance  oii  à  des  puissances  supérieures,  et  a 
un  ensemble  de  termes  renfermant  7i  à  tm  degré  égal  ou  su- 
périeur à  l'unité. 

Effectuant  le  produit  et  supprimant  les  termes  jt  "  x'"  cî 
p  qui  se  détruisent,  il  vient 

Divisant  par  k  et  prenant  les  limites,  on  trouve 
,,     /i 
d'où 

Le  rapport  des  deux  rectangles  MP',  MQ'  a  donc  pour 
limite  — i  et,  par  conséquent,  le  rapport  des  aires  NN'Bli', 

NN'CC  est  -- 

Il  est  facile  d'avoir  une  seconde  relation  entre  ces  deux 
aires. 

En  effet,  la  première,  ajoutée  au  parallélogramme  AN, 
forme  la  même  figure  que  la  seconde  ajoutée  au  paral- 
lélogramme AN'  ;  donc  la  diflérenee  de  ces  aires  est 
égale  à   la  différence  de  ces  deux  parallélogrammes,   ou 
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à  [a'h' — ah)  sin  A,  si  l'on  désigne  par  a,  b  et  «',  h'  les 
coordonnées  des  extrémités  N,  N'.  On  trouvera  ainsi 

TiK'BB'  =  -._^.      (»'6'—  <iô)smA. 

43.  Exemple  d'une  loi  particulière  pour  les  hases  des 
parallélogrammes  élémentaires.  —  Comme  les  bases  infi- 
niment petites  des  parallélogrammes  ne  sont  assujetties  à 
aucune  loi  nécessaire,  on  choisit  celle  qui  semble  devoir 
donner  les  calculs  les  plus  simples. 

Dans  un  des  exemples  précédents,  nous  avons  supposé 
ces  bases  égales  ;  dans  d'autres,  nous  n'avons  eu  besoin  de 
supposer  aucune  dépendance  entre  elles.  Nous  allons  don- 
ner des  exemples  où  la  sommation  devient  très-facile  quand 
on  suppose  que  les  abscisses  des  points  de  division  sont  en 
progression  géométrique  et  que,  par  suite,  leurs  difle- 
rences,  ou  les  bases  des  parallélogrammes,  forment  une 
progression  ayant  la  même  raison.  Ce  procédé  est  dû  à 
Fermât. 

Soit  l'équation 

J  —/'■=■'", 

dans  laquelle  nous  supposerons  m  quelconque,  positif  ou 
négatif;  ce  qui  renferme  les  paraboles  et  hyperboles  que 
nous  venons  de  considérer.  Cherchons  l'aire  comprise  entre 
un  arc  quelconque  MM'  [fig-  lo)  de  la  courbe,  les  deux 
ordonnées  extrêmes  MP,  M'P'  et  l'axe  des  x  ;  et,  pour  plus 
de  simplicité,  supposons  les  axes  rectangulaires.  Soient  a,  h 
les  coordonnées  de  M;  a',  b'  celles  de  M'.  Partageons  PP' 
enw  parties  tendant  vers  zéro,  et  telles  que  les  abscisses  de 
tous  les  points  de  division  forment  une  progression  géomé- 
trique 
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de  sorte  que,  n  étant  déterminé,  tf  s'ensuivra  ^  et  q  tendra 
vers  l'unité  lorsque  n  croîtra  indéfiniment,  de  sorte  que  la 
distance  de  deux  points  consécutifs  tendra  vers  zéro.  L'ex- 
pression générale  de  cette  distance  sera 

aif-^'—aq'     ou      ail  ^i)q\ 

Elles  formeront  donc  une  progression  géométrique  ayant 
pour  premier  terme  a[q  ■ — ^i)  et  pour  raison  y. 

Or  ces  distances  doivent  être  multipliées  par  les  ordon- 
nées successives  qui  seront  aussi  en  progression  géomé- 
trique, puisqu'elles  ont  pour  expression  générale  px"\  et 
que  les  valeurs  de  x  que  l'on  considère  sont  en  progres- 
sion géométrique.  Les  rectangles  élémenlaires  auront  donc 
pour  mesure  le  produit  des  termes  correspondants  de  deux 
progressions,  et  formeront,  par  conséquent,  une  nouvelle 
progression.  On  pourra  donc  avoir  l'expression  de  la  somme 
de  ces  rectangles,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  calculer  la 
limite  de  cette  expression. 

La  base  du  rectangle  dont  la  première  abscisse  est 
09""  sera  a{if  —  i  )  9"",  sa  hauteur  pa""  q°"'  et  sa  surface 
pa"'~^'  [q  —  i)  y'"'+'>''.  La  somme  de  ces  rectangles  sera 

pa"'->-'{q  —  1}  [l  -H  3"^'  -i-  q'<"'-^'>  -h  ...  -h  5l"-'K"H-0], 

OU,  en  sommant  cette  progression  géométrique  dont  la  rai- 
son est  ç'"+^ 


"(,-.)•-,„ 


OU,  à  cause  de 


aq"  -. 


il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  limite  du  rapport 
■■^^,  ■ — -)  lorsque  q  tend  vers  l'unité;  ce  qui  n'offre  aucune 
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difEculté.  JVous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  m  ~h  i 
sera  positif  ou  négatif, 

i"  Soit  d'aLord  m  -|-  i  positif  et  représenté  par  le  rap- 
port de  deux  entiers  quelconques  -)  il  s'agit  de  trouver 
la  limite  de  -~— )   quand  e/  tend  vers  i  ;  ou,  en  posant 


{/^=  tj  celle  de j  quand  t  tend  lui-même  vers  riinité. 

Si  l'on  supprime  le  facteur  t — i,  commun  aux  deux 
termes,  et  qu'on  fasse  ensuite  /:=:  i,  on  trouvera  la  limite 
de  la  fraction,  qui  sera 


Donc  l'aire  chercliéo  sera 

a"  Soit  maintenant  m~i-t  = y  il  faudra  trouver  la 

limite  de  -—■. ou  de  —  tj'  i^. — — i  ■ 

?    ^  —  1  q^—l 

Or  ^^a  pour  limite  i,  el,  d'après  le  calcul  précédent,  le 
second  facteur  a  pour  limite  -  ou  —  — — p^- 

La  limite  de  la  fraction  en  question  est  donc  ■ — —  et 


l'a 


e  aura  encore  pour  expression 


f(«'"'-»-") 
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Remârqxib.  —  L'aire  dont  nous  venons  de  trouver  l'ex- 
pression étant  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  ayant 
pour  mesure  j^h  ou  px'"h,  h  désignant  la  différence  infini- 
ment petite  de  deux  valeurs  successives  de  x,  suivant  une 
loi  arbitraire,  il  s'ensuit  que  Ja  limite  de  la  somme  'ï,x"'h, 
lorsque  x  passe  de  la  valeur  a  à  la  valeur  «'  par  degrés 
infiniment  petits  quelconques  A,  a  pour  valeur,  quel  que 
soit  m, 


Si  l'on  fait  a=  oet  que  m  -|-  i  soit  positif,  cette  expres- 
sion se  réduit  à 


4-4.  Cette  formule  s'applique  à  toutes  les  valeurs  positives 
ou   négatives   de   m,  excepté    la  valeur  particulière  —  i , 

qui  lui  donnerait  la  forme  -•  Mais  il  est  facile  de  trouver 

la  formule  qui  correspond  à  ce  cas,  en  cherchant  la  limite 

vers  laquelle  tend  l'expression  ■ ,  lorsque  l'on  fait 

tendre  m  vers  —  i , 

Divisant  par  «■"+',  dont  la  limite  est  l'unité,  et  rempla- 
çant m  -+- 1  par  u,  il  s'agit  de  trouver  la  limite  de  l'exprès- 

quand  u  tend  vers  zéro. 

Posons  I  — )  =  iH- a,  a  tendra  vers  zéro,  et  l'expres- 
sion précédente  devient  —■)  dont  on  éliminera  ii,  au  moyen 
de  l'équation  qu'on  vient  de  poser  en  introduisant  la  nou- 
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velle  variable  «.  On  en  tire,  en  prenant  les  logaiilhmes, 


«H'^  ^ii^gti 


106- 


il   reste  à  trouver  la  limite  de 
qui  peut  se  mettre 


(■  +  «) 

la  forme 


-loa{i  +  «j  log[i  +  «)- 

Maisonavudansr^/g-è^7'e(i'Oî>  Note  I")  que  lorsque  « 

tend  vers  zéro,  suivant  une  loi  quelconque  (i  +  «)°  tend 
vers  une  limite  déterminée,  que  l'on  désigne  ordinairement 
par  la  lettre  e,  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  base  du  sys- 
tème dont  la  valeur  incommensurable  est 


e  =  2.,;;i828i82. 


'og-T 


p  —---.- a  pour  limite 

Telle  est  l'expression  de  l'aire  comprise  entre  deux  o 
données  de  la  eotirbe  dont  l'équation  est 


et  qui  n'est  autre  que  l'iivperbole  du  s 
toe  à  ses  asymptotes. 


md  degré  rappor- 
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Elle  est  équîlatère,  puisque  nous  avons  supposé  les  axes 
rectangulaires;  mais  il  aurait  suffi  d'introduire  le  facteur 
sinA  pour  avoir  le  cas  général. 

45.  jiire  de  la  cycloïde.  —  On  appelle  cycloïde  la  courbe 
engendrée  par  un  point  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  droite 
donnée.  Soient  TMU  {Jig-  11}  une  position  qnclconque  du 
cercle  qui  roule  sur  la  droite  AB;  M  le  point  qui  décrit  la 
courbe  ;  A  la  position  où  le  point  M  est  sur  la  droite  fixe  ; 
l'arc  MT  sera  égal  à  AT,  d'après  le  sens  qu'on  attache  au  mot 
roulement.  Si  B  est  la  position  où  M  revient  sur  la  droite 
fixe,  on  aura  AB  =^  aira,  a  étant  le  rayon  du  cercle  décri- 
vant, et  quand  le  point  de  contact  T  vient  au  milieu  C  de 
AB,  le  point  M  se  trouve  à  l'extrémité  D  du  diamètre  CD 
perpendicidaire  A  AB.  Ce  point  D  est  le  sommet  de  la  cy- 
cloïde, et  CD  en  est  l'axe. 

Cela  posé,  on  demande  la  mesure  de  l'aire  ABD  comprise 
entre  la  courbe  entière  et  sa  base. 

Cette  question  sera  résolue  si  l'on  détermine  le  complé- 
ment de  cette  aire  au  rectangle  ABA'B'qui  est  égal  à  4'^»^, 
ou  à  quatre  fois  l'aire  du  cercle  générateur.  C'est  ce  com- 
plément que  nous  allons  chercher,  et  nous  le  regarderons 
comme  limite  de  la  somme  des  rectangles  compris  entre  les 
perpendiculaires  successives  abaissées  des  points  de  la 
courbe  sin  A'B'. 

Soient  M,  M'  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  la 
cycloïde  ;  MK,  M'K' perpendiculaires  à  AB;  MR,  M'R'  des 
parallèles  à  AB  qui  rencontrent  en  N,  A^'  le  cercle  décrit 
sur  CD  comme  diamètre.  Comparons  les  deux  rectangles 
MK',  KR'  ;  leur  rapport  est 
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rapport  ^rjTTj- •  Or  nous  allons  montrer  que  cette  dernière  est 
précisément  ^f?^'  ^'^^  '^  résultera  que  la  limite  du  rapport 

des  deux  rectangles  MK',  NR'  est  l'imité  ;  ce  qui  ramènera 
l'aire  cherchée  à  celle  du  cercle  CD. 

En  elïet,  le  cercle  mobile  viendra  dans  la  position  qui 
amène  le  point  M  dans  une  position  quelconque,  en  le  fai- 
sant d'abord  tourner  autour  de  son  centre  immobile,  ce  qui 
amènera  d'abord  M  en  une  position  I;  puis  transportant  le 
système  parallèlement  à  AB,  d'une  quantité  égale  à  l'arc  MI, 
ce  qui  amènera  le  point  de  contact  T  en  T',  et  le  point  dé- 
crivant en  M',  en  prenant  TT'  — MI  ~  IM',  et  l'on  sait 
que  cet  arc  MI  diffère  de  sa  corde  d'une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  lui-même,  puisqu'on  a  démontré  dans 
la  Trigonométrie  que  le  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  à 
sa  corde,  ou  à  son  sinus,  ou  à  sa  tangente,  a  pour  limite 
l'unité. 

En  nommant  «  l'angle  de  la  corde  MI  avec  MH,  on  aura 

MH  =  cordeMI  cosa  -f-  m, 
M'H  =  eordeMIsma; 


M'II         sina        cordyMIsIniï' 

Passant  aux  limites,    et  observant  que -, a  pour 

'■       cordeMI      '^ 

limite  I,  et  que  l'angle  c.  a  pour  limite  l'angle  M  que  fait 

Mil  avec  la  tangente  au  cei'clc  en  M,  ou  aura 

,.      MH       cosM  1  i  +  cosM  r  ,. 


comme  nous  l'avions  annoncé. 
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Ainsi  l'aire  AA'P  sera  égale  à  celle  du  demi-cercle  CND, 
puis<{ii'elles  sont  les  limites  de  sommes  de  rectangles  tels, 
que  la  limite  du  rapport  de  deux  correspondants  quelcon- 
ques est  l'unité.  La  somme  des  deux  aires  A  A'D,  DIÎB'  est 
donc  égale  à  celle  du  cercle  générateur,  et,  par  consé- 
quent, l'aire  ABD  est  égale  à  trois  fois  celle  de  ce  m6me 
cercle. 

Si  l'on  ne  voulait  mesurer  qu'une  portion  de  l'aire  A  A'D, 
on  voit  qu'elle  serait  équivalente  à  la  portion  correspon- 
dante du  demi-cercle  CD. 

■46,  Descartes  a  donné  plusieurs  démonstrations  très- 
élégantes  de  cette  proposition.  Nous  nous  bornerons  à  en 
rapporter  une. 

Soient  C  {fig-  12)  le  milieu  de  la  base  de  la  cycloïde, 
A  une  de  ses  extrémités,  CD  le  diamètre  du  cercle  généra- 
teur, O  son  centre  ;  le  triangle  ADC  sera  équivalent  au  cer- 
cle générateur.  Pour  évaluer  le  segment  ASD,  soient  deux 
points  quelconques  T,  T' équidistants  de  A  et  C  5  M,  M' les 
points  de  la  courbe  correspondant  aux  points  de  contact  T, 
T' du  cercle  générateur  avec  la  base  :  on  aura,  d'après  l'é- 
galité des  arcs  de  cercle  MT,  M.'Ti, 

HT=  H'T,  —DP',      IH-tI'H'  ; 
donc 

MI  4-  M'I'  —  MH  -h  M' H'  -.  NN'. 

La  somme  des  deux  cordes  MI,  M'I'  du  segment  ASD, 
équidistantes  de  la  parallèle  LOD'  à  la  base,  étant  égale  à  la 
corde  NN',  il  s'ensuit  que,  si  l'on  partage  AC  en  parties 
infiniment  petites  par  des  couples  de  points  dans  les  mêmes 
conditions  que  T,  T',  le  segment  ASD  pourra  être  considéré 
comme  limite  de  la  somme  de  rectangles  ayant  pour  bases 
les  diirérentes  cordes  telles  que  MI,  M'I',  et  pour  liauteur 
les  distances  de  deux  consécutives  :  et  la  somme  de  deux 
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rectangles  quelconques  ëquidistants  de  la  droite  LL',  sera 
égale  au  rectangle  du  cercle  0,  compris  entre  WN'  et  la 
corde  infiniment  voisine  correspondant  à  celle  qui  suit  MI. 
Or  la  somme  de  ces  derniers  rectangles  a  pour  limite  le 
demi-cercle  LCL';  donc  le  segment  ASD  est  équivalent  au 
demi-cercle  générateur,  et  l'aire  de  la  dcmî-cycloïde  vaut 
une  fois  et  demie  celle  de  ce  cercle.  Donc  l'aire  de  la  cy- 
cloide  est  triple  de  celle  du  cercle  générateur. 
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COMMENT  LES  VOLUMES  DES  œRPS  PEUVENT  ÊTRE 

CONSIDÉRÉS  COMME  LIMITES  DE  SOMMES 

D'INFINIMENT  PETITS. 


47,  Solides  de  réi'olution.  —  Supposons  une  surface 
■plane  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  AX  [fig-  i3) 
situé  dans  son  plan,  et  proposons-nous  de  calculer  la  por- 
tion du  volume  engendré,  gui  sera  comprise  entre  deux 
plans  quelconques  perpendiculaires  à  AX.  Ces  plans  peu- 
vent être  considérés  comme  engendrés  par  des  ordonnées 
MP,  NQ;  les  deux  surfaces  courbes  qui  terminent  le  vo- 
lume à  mesurer  sont  engendrées  par  des  arcs  de  courbes 
données  MN,  M'IS!',  et  ce  volume  est  la  différence  de 
deux  autres  engendrés  respectivement  par  les  quadrilatères 
MNPQ,  M'N'PQ.  Bornons-nous  donc  au  calcul  d'un  quel- 
conque àc  ces    dernier'!     pai    exemple  celui   qu'engendre 

MNPy 

Dec  mpoijns  ce  volume  au  moyen  d'une  suite  de  plans 
perpendiculan  es  a  1  axe,  mùniment  voisins  les  uns  des 
anties  et  substituons  i  ces  éléments,  dont  la  somme  est 
constamment  i:^s\.<.  a  ce  volume  même,  d'autres  éléments 
d'une  espèce  plus  sunple  et  tels  que  le  rapport  de  chacun 
d'eux  a  son  correspondant  iit  pour  limite  l'unité.  La  li- 
nnte  de  la  somme  de  ces  nouveaux  éléments  indéfiniment 
décrois'iants  sera,  d  après  le  principe  fondamental,  la  va- 
leui  ex'icte  du  volume  a  mesuroi  Soient  R,  E.'  deux  points 
quelconques  de  MN,  correspondant  à  deux  plans  sécants 
consécutiJs;  S,  S'  leurs  projections  sur  AX  ;  on  peuE  sup- 
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poser  SS'  assez,  petit  pour  qiie  les  ordonnées  varient  dans 
nu  même  sens,  eu  passant  de  K.  à  H';  d'où  il  suit  que  les 
deux  rectangles  RSS'I  et  R'S'SI'  engendreront  autour  de 
AX  des  cylindres  dont  l'un  sera  plus  petit  et  l'autre  plus 
grand  que  la  partie  du  solide  proposé,  comprise  entre  les 
deux  plans  sécants.  Or  le  rapport  de  ces  deux  cylindres  de 
même  hauteur  est  égal  à  celui  de  leurs  bases  ou  des  carrés 
de  leurs  rayons  RS,  R'S';  et  à  mesure  que  S'  se  rapproche 
de  S,  le  rapport  des  ordonnées  ES,  R'S'  se  rapproche 
de  l'unité,  ainsi  que  celui  de  leurs  carrés.  Donc  la  limite  du 
rapport  des  deux  cylindres  est  l'unité  ;  et  il  on  est  de  même, 
à  plus  forte  raison,  pour  1»  rapport  d'im  quelconque  de  ces 
cylindres  au  volume  intermédiaire  qui  est  l'élément  exact 
du  volume  cherché. 

Donc  le  volume  engendré  par  MNPQ  est  la  limite  d'une 
somnie  de  cylindres  ayant  pour  hauteurs  les  parties  infini- 
ment petites  dans  lesquelles  on  décompose  PQ,  et  pour 
rayons  de  leurs  bases  les  ordonnées  de  MIN"  correspondant 
aux  points  de  division  de  PQ. 

Ces  cylindres  pourront  être  pris  tantôt  intérieurs,  tantôt 
en  partie  extérieurs,  sans  que  la  limite  de  la  somme  soit 
changée,  puisqu'ils  satisfont  toujours  à  la  condition  unique 
qu'ils  doivent  remplir. 

Si  l'aire  génératrice  n'est  pas  terminée  à  l'axe  AX,  mais 
à  une  seconde  courbe  M'N',  le  volume  engendré  sera  la 
différence  de  deux  autres  qui  rentrent  dans  le  premier  cas. 
On  pourra  aussi  le  considérer  comme  la  limite  de  la  diffé- 
rence des  deux  sommes  de  cylindre,  ou  de  la  somme  des 
différences  des  cylindres  élémentaires  correspondants.  Cette 
proposition  générale  s'exprime  par  la  formule  suivante,  dans 
laquelle  V  désigne  le  volume,  et  Y,  j  les  ordonnées  des 
deux  courbes  pour  une  même  abscisse  x, 
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48.  Solides  terminés  pai-  des  surfac 
On  concevra  encore  un  système  de  plans  parallèles,  à  des 
distances  infiniment  petites  les  uns  des  autres,  et  tels,  qnc 
le  solide  entier  c[ue  l'on  veut  mesurer  soit  compris  entre  le 
premier  et  le  dernier  ;  puis  on  cherchei'a  à  substituer  à  la 
partie  comprise  entre  deux  plans  consécutifs  quelconques 
un  solide  d'espèce  plus  simple  et  qui  n'en  dilîère  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle.  Or  s'il  arrive 
qu'en  menant  par  tous  les  points  du  contour  d'une  des  deux 
sections  des  parallèles  à  une  même  direction  jusqu'au  plan 
de  l'autre  la  projection  ainsi  effectuée  de  la  première  courbe 
soit  tout  entière  comprise  dans  la  seconde,  le  cylindre  ainsi 
formé  sera  tout  entier  compris  dans  la  tranclie  du  solide 
située  entre  les  deux  plans.  Au  contraire,  le  cylindre  formé 
par  des  parallèles  à  la  même  dii'ection,  menée  du  contour  de 
la  seconde  section  au  premier  plan,  renfermera  entièrement 
cette  même  tranche.  Maïs  le  rapport  des  deux  cylindres  de 
même  hauteur  est  égal  à  celui  de  leurs  bases,  lequel  tend 
indéfiniment  vers  l'unité  à  mesure  que  la  distance  des  deux 
plans  tend  vers  zéro.  Donc  le  rapport  des  deux  cylindres, 
et,  par  suite,  de  la  tranche  du  solide  à  l'un  quelconque 
d'entre  eux,  a  pour  limite  l'unité;  ou,  en  d'autres  termes, 
chacun  de  ces  cylindres  diffère  de  l'élément  exact  du  solide, 
d'une  quantité  îiifiniment  petite  par  rapport  à  cet  élément. 
Donc  enfin  le  volume  proposé  est  limite  d'une  somme  de 
cylindres  ayant  pour  bases  les  sections  du  solide  par  des 
plans  parallèles  infiniment  voisins,  et  pour  hauteurs  les 
distances  de  ces  plans. 

Ce  premier  cas  est  celui  de  tous  les  corps  auxquels  Archi- 
mède  a  appliqué  ce  procédé  dont  on  lui  est  redevable. 

49.  Mais  il  peut  arriver  que  les  parallèles  menées  par 
les  points  d'une  des  sections  ne  soient  pas  toutes  intccieures 
ou  toutes  extérieures  à  la  tranche  du  solide,  et  aiofs  le  rai- 
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sonnement  précédent  ne  suffirait  pas.  Dans  ce  cas,  on  con- 
cevra un  second  système  de  plans  parallèles  à  une  seconde 
direction,  qui  décomposeront  une  queIconc|Tie  des  premières 
tranches  eu  solides  infiniment  petits  dans  deux  sens,  com- 
prises entre  (juatre  plans  parallèles  deux  à  deux  et  infini- 
ment voisins.  Jusqu'ici  on  n'a  pas  altéré  les  éléments  du 
solide-,  mais  ces  filets  infiniment  étroits  sont  encore  ter- 
minés à  la  surface  du  solide  et  ne  seraient  pas  plus  faciles  à 
évaluer  que  ce  solide  entier.  Or,  en  en  retranchant  ou  en 
y  ajoutant  des  parties  infiniment  petites  par  rapport  à  eux- 
mêmes,  on  peut  les  réduire  à  des  parallélépipèdes-  H  suffit 
pour  cela  de  mener  des  plans  parallèles  à  une  troisième 
direction  et  passant  par  les  extrémités  d'une  des  cordes  ou 
par  des  points  qui  en  soient  infiniment  voisins.  On  aura 
ainsi  des  parallélépipèdes,  l'un  plus  petit,  l'autre  plus  grand 
que  le  filet  du  solide,  et  dont  le  rapport  tendra  indéfini- 
ment vers  l'unité.  On  pourra  donc  suhstituer  à  ce  filet  l'un 
ou  l'autre,  ou  tout  autre  parallélépipède  dont  l'arête  finie 
différerait  infiniment  peu  des  leurs;  par  exemple,  et  c'est  ce 
qui  sera  le  plus  simple,  on  pourra  prendre  pour  arêtes  les 
cordes  mêmes  de  la  section  du  solide  par  les  premiers  plans. 
Ainslj  le  rapport  de  chacun  de  ces  parallélépipèdes  au  filet 
correspondant  étant  aussi  près  de  l'unité  qu'on  le  voudra, 
il  en  sera  de  même  du  rapport  de  leur  somme  à  la  tranche  du 
solide.  Or  ces  parallélépipèdes  sont  dans  les  mêmes  condi- 
tions, relativement  à  la  tranche  du  cylindre  qui  aurait  pour 
hase  la  même  section  du  solide^  et  ses  arêtes  dans  une  di- 
rection arbitraire  ;  et,  par  conséquent,  le  rapport  de  cette 
tranche  à  celle  du  solide  a  pour  limite  l'unité.  On  peut 
donc  énoncer  dans  tous  les  cas  cette  proposition  : 

Tout  solide  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la 
somme  de  cylindres  ayant  pour  bases  les  sections  par  des 
plans  parallèles  infiniment  voisi?is,  et  pour  hauteurs  les 
distances  successives  de  ces  plans. 
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Ce  mode  de  décomposition  est  surtout  employé  lorsque 
l'équation  de  la  surface  est  donnée  en  coordonnées  recti- 
lignes  ;  alors  les  directions  que  l'on  choisit  pour  les  plans 
sécants  sont  celles  des  plans  coordonnés. 

Lorsque  l'on  a  trouvé  l'expression  de  l'aire  de  la  section 
du  corps  par  un  plan  quelconque,  parallèle  par  exemple 
au  plan  des  j  et  s,  le  produit  de  cette  aire  par  la  distance 
au  plan  infiniment  voisîa  est  la  mesure  du  parallélogramme 
dont  un  côté  serait  exprimé  par  le  même  nombre  que  l'aire, 
et  serait  à  une  distance  du  côté  parallèle  égale  à  celle  des 
deux  plans;  d'où  l'on  voit  que  la  mesure  du  volume  est 
ramenée  à  celle  de  l'aire  d'une  courbe  dont  l'ordonnée  se- 
rait exprimée  par  la  fonction  de  x  qui  représente  l'aire  de  la 
section  du  corps. 

Si  la  surface  était  donnée  par  une  équation  entre  des 
coordonnées  polaires,  le  mode  de  décomposition  serait  dif- 
férent. Nous  aurons  occasion  de  nous  en  occuper  plus  tard 
et  nous  nous  bornons  ici  à  cette  simple  indication. 

Les  éléments  que  nous  avons  considérés  ne  sont  infini- 
ment petits  que  dans  un  seul  sens,  ou  deux  au  plus.  Dans 
un  grand  nombre  de  questions  qui  ne  sont  pas  purement 
géométriques,  il  est  nécessaire  de  décomposer  les  volumes 
en  cléments  infiniment  petits  dans  tous  les  sens.  Dans  ce  cas, 
on  décomposera  les  filets  infiniment  petits  dont  il  a  été 
question  ci-dessus  par  une  série  de  plans  infiniment  voi- 
sins et  parallèles  au  troisième  plan  coordonné, 
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CHAPITRE  XL 

APPLICATION  A  LA  MESUBE  DE  QUELQUES  VOLUMES. 


Solides  de  résolution. 

SO.  Paraholoïde  de  révolution.  —  Une  parabole  toiii'- 
nant  autour  de  sou  axe  AX  {fig-  i4))  on  demande  le  volume 
engendré  par  l'aire  comprise  entre  un  arc  quelconque  AB, 
l'ordonnée  BC  et  l'axe  AC. 

Soient  «,  h  les  coordonnées  de  B,  et  j^  =^  2px  l'équa- 
tion de  la  parabole;  partageons  AC  en  un  nombre  n  indéfi- 
niment croissant  de  parties  égales  a  :  le  voIum.e  cherché 
sera  la  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  hau- 
teur a,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour  rayons  les  dit- 
férentes  ordonnées  MP  de  la  parabole,  menées  par  tous  les 
points  de  division  de  AC.  L'expression  générale  du  volume 
d'un  de  ces  cylindres  est  T:^^ce  ou  znpœa^  leur  somme 

zp'Lxa.  a  pour  limite  apn  — oupitoc^  [voirn.°  43). 

On  peut  donc  dire  que  ce  volunie  est  égal  à  celui  d'un 
cylindre  qui  aurait  pour  base  le  cercle  dont  le  rayon  est  AC, 
et  pour  hauteur  le  demi-paramètre.  On  peut  encore  donner 
une  autre  forme  à  l'expression  précédente  :  en  y  rempla- 
çant ^«  par  son  égal  — >  elle  devient ;  et  est  égale  à  la 

moitié  de  la  mesure  du  cylindre  qui  aurait  BC  pom-  base  et 
AC  pour  hauteur,  ou  à  trois  fois  la  moitié  du  cône,  qui  au- 
rait même  base  et  même  hauteur.  C'est  sous  cette  dernière 
forme  qu'Archimède  a  présenté  cette  proposition. 
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SI .  Segment  d'ellipse  tour/tant  autour  de  sa  corde.  — 
Soient  une  ellipse  ayant  pour  équation 

/t'y'  -4-  b''.7^  =  «'  ô', 

D'D  (Jg.  i5)  une  corde  parallèle  à  l'axe  B'B,  2  l  sa  lon- 
gueur, d  sa  distance  AE  au  centre,  et  A  l'aire  du  segment 
DCD'  qui  tourne  autour  de  sa  corde  fixe  DD';  proposons- 
nous  de  mesurer  le  volume  engendré  V.  Nous  le  considé- 
rerons comme  limite  de  la  somme  des  cylindres  qui  au- 
raient pour  hauteurs  les  subdivisions  iniîniment  petites 
égales  de  D'D,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour  hauteurs 
les  perpendiculaires  MQ  abaissées  sur  ])D'  par  les  diffé- 
rents points  de  l'arc  DD',  qui  correspondent  aux  points  de 
division  de  DD'.  Soient  n  le  nombre  des  points  de  division 
de  DE  et  «  leur  distance  ;  la  mesure  d'un  quelconque  des 
cylindres  infiniment  petits  sera 

7r(j-^)^K     ou      ^{y'-2dj-hd')r_,, 

et  leur  somme  peut  se  décomposer  comme  il  suit  : 

ou,  en  remplaçant  y  par  b'  ■ —  — ^  j 

Or 

lx^2l,     limS/K--- A; 

et,  d'après  la  remarque  du  n"  43, 

^P 

Ou  aura  donc 
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On  aurait  le  volume  de  l'ellipsoïde  tout  entier  en  faisant 
(f  =  o,  /  =  a,  et  l'on  trouverait  ainsi 

et  si  h  =a,  on  a-^iift'  pour  la  mesure  du  volume  de  la 

sphère  dont  )e  rayon  est  a. 

52.  Volume  du  tore.  —  On  appelle  tore  le  solide  en- 
gendre par  un  cercle  qui  tourne  autour  d'une  droite  située 
dans  son  plan. 

Soient  O  {fig.  i6)  le  centre  du  cercle  générateur,  R  son 
rayon,  AO  ^^  o;  l'équation  du  cercle  sera 

et  le  volume  est  la  limite  de  la  somme  des  volumes  engen- 
drés par  les  rectangles  IVtNIK,  qui  sont  les  différences  des 
cylindres  infiniment  petits  engendrés  par  les  rectangles  QI, 
QK.  L'expression  générale  de  cette  différence  est 

7>  (qn'—  Qm'  )  MI  =  TT (QW  H-  Q1\1)(QN  —  QM)MI 
=  2jra.MN.MI  =  2n«MIKN. 

Or  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  MiKN  est  l'aire 
du  cercle.  Donc  le  volume  du  tore  est  égal  à  la  surface  du 
cercle  générateur  multipliée  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre. 

53.  Ellipsoïde  de  révolution.  —  Supposons  qu'une 
ellipse  tourne  autour  de  son  axe  AB  ;=  aa  [fig-  ^1)1  "^t 
proposons-nous  de  calculer  le  volume  du  segment  détaché 
par  un  plan  perpendiculaire  à  cet  ase,  mené  à  une  distance 
AD  =  rf  du  sommet  A. 

Soit  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  au  sommet  A 
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le  volume  sera  la  limite  de 


Soit  n  le  nombre  des  points  de  division  de  AD,  on  a 


on  retombe  ainsi  dans  des  calculs  qui  se  sont  déjà  plusieurs 
fois  présentés,  et  l'on  trouvera  (n°  43) 


lim2(2aa:  — .•c^)!i  =  ai/' ~^d'- -■ 

On  aura  donc  pour  expression  du  volume  cherché  V 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  d'Archimède.  En  effet,  il 
énonce  la  proposition  de  la  manière  suivante  : 

Le  segment  de  l'ellipsoïde  est  au  cône  de  même  base  et 
même  hauteur  comme  le  demi-axe  de  l'ellipsoïde  ajouté  à 
la  hauteur  du  segment  complémentaire  à  l'ellipsoïde  est  à 
la  hauteur  de  ce  dernier. 

Or  on  aperçoit  facilement  que  les  deux  formules  sont 
identi(|ues. 

Si.  Hyperbaloïda  de  révolution.  —  Soit  l'équation 
d'une  hyperbole  J-'  z=  —  (x^-i-  ^ax)  rapportée  à  son  som- 
met A  {fig-  i8).  Supposons  qu'elle  tourne  autour  de  son 
axe  transverse,  et  proposons -nous  de  calculer  le  volume  V 
détaché    par    un    plan    perpendiculaire    à    l'axe    mené   a 
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une  distance  AJ)=:d.  Il  est  la  limite  de  'Z-kj'^c 
Or  on  a,  d'après  le  n"  43  déjà  cité  plui 


limS:!r«^- 


\im-Lx- 


V  =  —       (7£/'  - 


3n= 


■{3,.- 


Archimcdc,  dans  la  solution  qu'il  a  donnée  de  ce  pro- 
blème, cherche  le  rapport  du  segment  de  l'iiyperholoïde 
au  cône  de  même  base  et  même  hauteur,  et  parvient  à  la 
formule  suivante,  qui  doime  le  même  résultat. 

Le  volume  du  segment  est  à  celui  du  cône  de  même  base 
et  m.ême  hauteur  comme  la  hauteur  du  segment,  plus 
trois  fois  le  demi-axe  transverse,  est  à  cette  même  hauteur 
augmentée  de  l'axe  transversc. 

55.  Remarque.  —  Si  une  surface  dont  l'aire  est  A  tourne 
successivement  autour  de  deux  axes  fixes  parallèles  U,  V 
(Jîg.  19)  situés  dans  son  plan,  les  volumes  engendrés  au- 
ront pour  diiférence  le  produit  de  l'aire  A  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  la  distance  d  des  deux  axes. 

En  effet,  soit  une  perpendiculaire  quelconque  QPMM 
aux  axes  qui  coupe  ceux-ci  en  Q,  P,  et  la  courbe  eu  M,  M'. 
Soient  JVIP^^,  M'P^a:',  MQ=X,  M'Q^S',  «  la 
distance  de  QM'  à  la  parallèle  infiniment  voisine. 

Les  volimies  engendrés  autour  des  deux  axes  sont  les 
limites  des  deux  sommes  suivantes  : 


^2(,^=_^=)„, 


7Lï;(X'»~X')a, 


yGoosle 


,6 

il  s'ensuit 

X"— X=  =  ^=— .^M- 2rf(^'  + :c); 

donc  la  différence  des  deux  sommes  est  2  7:d2(x'  —  x)«  ou 
27irfSMM'a. 

Mais  SMM'a  a  pour  limite  l'aire  A;  donc  la  limite  de 
la  différence  des  deux  sommes,  ou  la  différence  de  leurs 
limites,  et,  par  conséquent,  des  volumes  engendrés,  est 
271  (/A,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

56.  Volumes  engendrés  par  des  paraboles  ou  hyper- 
boles d'ordj'es  <juelcoiiques .  —-  Considérons  le  volume  en- 
gendré par  la  révolution  autour  de  l'axe  des  a-,  d'une  courtic 
représentée  par  l'équation  y  =  px"',  dans  laquelle  on  sup- 
pose m  quelconque  en  valeur  et  en  signe,  et  qui  peut,  par 
conséquent,  représenter  des  paraboles  ou  hyperboles  de 
tous  les  ordres. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe  œ  et  correspondant  aux  abscisses  a,  a'  sera  la  limite 
de  STTjf-a,  a  représentant  une  quelconque  des  subdivisions 
inBniment  petites  de  l'intervalle  a' —  ce.  En  substituant  à^ 
sa  valeur  en  x,  il  faudra 


Or,  d'après  la  remarque  générale  du  ii"  43,  on  a,  entre 
les  limites  a,  a\ 


Le  volume  clierclié  a  donc  pour  mesure 


On  l'obtient  donc  en  divisant  par  zin-+- 1  la  différence  des 
deux  cylindres  ayant  pour  bases  les  deux  bases  mêmes  du 
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solide  à  évaluer,  et  pour  hauteurs  les  abscisses  correspon- 
dantes. 

Solides  non  de  réwolution. 

S7,  Segment  d'ellipsoïde.  —  Rapportons  la  surface  à 
des  axes  parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués, 
dont  l'un  passe  par  le  centre  de  la  base  du  segment.  Prenons 
ce  dernier  poiu'  axe  des  x,  et  pour  origine  l'extrémité  qui 
appartient  au  segment.  L'cquatîon  de  l'ellipsoïde  sera 


Soit  AD=^tî  [fis-  ^'^]  l'abscisse  du  plan  de  la  base  du 
segment  qui  est  parallèle  au  plan  YZ.  Nous  considérerons 
le  volume  du  segment  comme  limite  de  la  somme  de  cylin- 
dres ayant  pour  bases  des  sections  parallèles  à  YZ  et  pour 
hauteurs  les  distances  infiniment  petites  de  ces  plans  suc- 
cessifs. Une  quelconque  de  ces  hauteurs  s'obtiendra  en 
multipliant  la  partie  «  correspondante  de  l'axe  AX  par  le 
sinus  de  l'angle  6  que  ce  diamètre  AX  de  l'ellipsoïde  fait 
avec  le  plan  COB  des  deux  autres  conjugués.  L'aire  de  la 
section  MPN  correspondante  à  un  x  quelconque  AP  sera 
TT.MP.PNsincf,  cf  étant  l'angle  des  diamètres  OB,  OC.  En 
remplaçant  MP,  NP  par  leurs  valeurs  en  ,r,  on  trouvera 
peur  expression  d'un  quelconque  des  cylindres  élémen- 


Le  volume  cherché  V  peut  donc  être  représenté  comme  il 
suit  ; 

V  =  ^  sin 9  sin y  îim^  (2 a^  —  ,r') a, 

lorsque  x  passe  de  o  à  rf  par  degrés,  égaux  ou  inégaux,  mais 
înilnimenl  petits,  représentés  par  a. 
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On  aura  encore,  comme  précédemment,  d'après  le  n"  43, 

et,  par  conséquejit, 

Si  l'on  suppose  rf:=2(ï,  on  aura  pour  expression  du 
Yolume  entier  de  l'ellipsoïde 

~  ■n abc  smfjsin'f. 


ce  qui  peut  être  traduit  de  différentes  manières,  en  obser- 
vant que  fl&csînQsîn^  mesure  le  volume  du  parallélépi- 
pède construit  sur  les  trois  demi-diamètres  conjugués,  et 
que  T:bc  sinf  .2 a  sm9  mesure  le  cylindre  circonscrit  à 
l'eUipsoïde,  ayant  les  arêtes  parallèles  à  AX,  et  ses  bases 
parallèles  à  YZ.  Une  des  conséquences  de  l'expression  pré- 
cédente est  que  ce  parallélépipède  et  ce  cylindre  ont  leurs 
volumes  constants,  quel  que  soit  le  système  des  diamètres 
conjugués. 

L'expression  (i)  comparée  à  celle  du  volume  du  cône 
ayant  même  base  que  le  segment,  et  son  sommet  en  A, 
donne  un  énoncé  semblable  à  celui  qu'Archimède  a  fait 
connaître  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution. 

On  trouverait  des  résultats  analogues  aux  précédents 
pour  les  liyperboloïdcs  et  paraboloïdes  quelconques  ;  nous 
ne  croyons  pas  utile  de  nous  y  arrêter. 

S8.  Onglet  cjlindriijae.  —  Considérons  un  cylindre 
droit  dont  la  base  soit  le  cercle  ABC  {fig-  21)  ;  par  un  de 
ses  diamètres  AB,  menons  un  plan  quelconque  qui  coupe  la 
surface  du  cylindre  suivant  l'ellipse  ABO,  et  proposons- 
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nous  de  calculer  le  volume  de  l'onglet  compris  entre  AlîD 
et  ABC. 

Supposons  le  rayon  OC  perpendiculaire  à  AB  ;  D  le  point 
de  rencontre  du.  plan  sccant  et  de  l'arête  menée  en  C  ;  soient 
OC  =  R,  CD  =  h. 

Suivant  la  méthode  générale,  nous  regarderons  le  volume 
comme  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  bases 
un  système  de  sections  parallèles,  et  nous  prendrons  ces 
plans  perpendiculaires  à  AB. 

Soit  MPQ  un  quelconque  de  ces  plans  ;  faisons  AP  =  x^ 
PQ=r,onaura 

j-=  — 2E..r  — .r'     et     MQ:j:'.CD:OC, 
d'où 


La  section  MQP  a  donc  pour  mesure 

Si  donc  nous  désignons  par  a  la  distance  infiniment  petite 
du  plan  de  cette  section  au  suivant,  le  volume  cherché  V 
aura  pour  mesure 

et  comme  2R*  est  le  rectangle  circonscrit  à  la  base  ABC 
de  l'onglet,  le  volume  de  ce  dernier  est  égal  à  celui  de  la 
pyramide  qui  aurait  ce  rectangle  pour  base  et  son  sommet 
euD. 
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CHAPITRE  XIÏ. 

APPLICATIONS  MÉCANIQUES.  -  DÉTERMINATION  DES  CENTRES 
DE  GRAVITÉ. 


59.  Nous  admettons  comme  connue  la  théorie  des  cen- 
tres (le  gravité  enseignée  dans  les  cours  les  plus  élémen- 
taires de  Statique,  et  nous  nous  proposons  de  la  prendre 
comme  un  nouvel  exemple  de  l'avantage  des  méthodes  pré- 
cédentes. 

La  proposition  dont  l'application  est  la  plus  générale 
dans  la  théorie  des  forces  parallèles,  et  qui  découle  naturel- 
lement du  principe  du  levier,  est  ce  qu'on  nomme  le  théo- 
rème des  moments.  On  appelle  moment  d'une  force  par 
rapport  à  un  plan  le  produit  de  cette  force  par  la  distance 
de  son  point  d'application  à  ce  plan.  Cela  posé,  si  l'on 
conçoit  un  système  quelconque  de  forces  parallèles,  que 
l'on  considère  comme  positives  celles  dont  les  directions 
sont  dans  l'un  des  sens,  et  comme  négatives  celles  qui  sont 
dans  l'autre,  et  qu'il  en  soit  de  même  pour  les  perpendicu- 
laires abaissées  sur  un  plan  choisi  arbitrairement,  et  dont 
le  signe  dépendra  du  côte  où  elles  se  trouveront  par  rap- 
port au  plan,  le  théorème  des  moments  consiste,  comme  on 
le  sait,  en  ce  que  le  moment  de  la  résultante  des  forces  pa- 
rallèles par  rapport  au  plan  est  égal  à  la  somme  algé- 
brique des  moments  des  composantes.  H  résulte  de  là  que 
les  coordonnées  rectilignes  du  point  d'application  de  la  ré- 
sultante s'obtiendront  en  divisant  par  la  résultante  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  aux  trois  plans  coor- 
donnés. Ce  point  d'application  de  la  résultante,  que  l'on 
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nomme  le  centre  des  forces  parallèles,  devient  le  centre  de 
gravité  quand  ces  forces  sont  des  poids;  et  l'on  voit  ainsi 
comment  le  théorème  des  moments  peut  être  employé  à  la 
détermination  des  centres  de  gravité. 

Nous  allons  faire  voir  comment  les  considérations  infi- 
nitésimales s'appliquent  aus  surfaces  planes  et  aux  solides 
continus,  et  nous  en  donnerons  quelques  exemples  pour 
bien  faire  comprendre  les  généralités. 

Les  principes  que  nous  admettrons  comme  établis  dans  la 
Statique  sont  les  suivants  ; 

Le  centre  de  gravité  d'un  système  quelconque  de  points 
situés  dans  un  même  plan  est  compris  dans  l'intérieur  de 
toute  ligne  convexe  continue  qui  les  renfermerait.  Le  cen- 
tre de  gravité  d'iin  système  quelconque  de  points  est  situé 
dans  l'intérieur  de  toute  surface  convexe  continue  qui  les 
l'enfermerait. 

Centres  de  grapité  des  aires  planes. 

60.  Considérons  une  figure  plane  terminée  par  des  droi- 
tes ou  des  courbes  quelconques  ;  supposons  qu'elle  soit 
bomogène,  c'est-à-dire  que  les  portions  quelcojiques  de 
cette  figure  aient  les  poids  proportionnels  à  leurs  aires  res- 
pectives. 

Prenons  deux  axes  de  coordonnées  ar,  y  dans  le  plan  de 
la  surface.  Le  centre  de  gravité  étant  le  point  d'application 
de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  à  tous  les 
points  de  la  surface,  proportionnellement  aux  aires,  si  l'on 
décompose  la  surface  en  un  nombre  quelconque  de  parties, 
et  que  l'on  considère  en  tous  les  centres  de  gravité  de  ces 
parties  des  forces  parallèles,  représentées  par  leurs  aires 
respectives,  et  dont  la  résultante  sera  représentée  par  l'aire 
totale  et  appliquée  au  centre  de  gravité  cherché  ;  cette  aire 
totale,  multipliée  par  l'abscisse  de  son  centre  de  grayii-é, 

Cale.  inf.  D.  —  I.  6 
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sera  égale  à  la  somme  des  aires  partielles  multipliées  par 
les  ahscisses  de  leurs  centres  de  gravité.  Si  les  axes  ne  sont 
pas  rectangulaires,  ces  produits  ne  sont  pas  les  moments 
eux-mêmes,  mais  proportionnels  aux  moments,  ce  qui  suffit 
pour  l'exactitude  de  l'équation.  Mais  comme  il  ne  serait 
pas  plus  facile  de  trouver  les  centres  de  gravité  de  toutes  les 
parties  que  de  la  surface  entière,  ou  supposera  ces  parties 
infiniment  petites;  leurs  moments  le  seront,  par  suite,  et 
par  conséquent  on  pourra  leur  substituer  d'autres  indû- 
ment petits,  plus  simples,  assujettis  à  la  seule  condition 
que  leurs  rapports  aient  respectivement  pour  limite  l'unité. 
Mais  alors  ce  sera  seulement  la  limite  de  leur  somme  qui 
sera  égale  au  moment  de  la  résultante  et  qui,  par  consé- 
quent, divisée  par  l'aire  de  la  figure  donnée,  fera  connaître 
l'abscisse  du  centre  de  gravité. 

Le  mode  de  décomposition  qui  se  présente  de  luî-mêmc 
pour  déterminer  cette  abscisse  consiste  dans  un  système  de 
parallèles  à  l'axe  des  j-,  ùifiniment  voisines  les  unes  des 
autres.  Le  segment  compris  entre  deux  parallèles  consé- 
cutives peut  toujours  être  considéré  comme  renfermé  dans 
un  contour  convexe,  dont  ses  deux  bases  feraient  partie  ; 
son  centre  de  gravité  sera  donc  entre  ces  deux  droites,  et 
son  abscisse  différera  d'une  quantité  infiniment  petite  des 
abscisses  de  cbacune  d'elles  ;  on  peut  donc  substituer  au  mo- 
ment de  ce  segment  le  produit  de  son  aire  par  l'abscisse  àv. 
l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  parallèles  à  l'axe  des  _/;  car 
le  rapport  de  ce  produit  au  moment  véritable  a  pour  limite 
l'unité,  quand  la  distance  de  ces  parallèles  tend  vers  zéro. 
Et,  par  la  même  raison,  on  pourra,  dans  ce  produit,  substi- 
tuer à  l'aire  du  segment  celle  du  parallélogramme  ayant 
l'une  des  cordes  parallèles  pour  base  et  sa  distance  À  l'autre 
pour  hauteur. 

Donc,  si  l'on  désigne  par  Y  et  y-  les  ordonnées  des  deux 
points  extrêmes  de  la  corde  qui  correspond  il  l'abscisse  quel- 
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conque  x;  par  «  la  partie  de  i'axe  des  x  interceptée  entre 
deux  cordes  consécutives  ;  par  A  l'aire  de  la  figure,  et  par  Xi , 
y^  les  coordonnées  inconnues  du  centre  de  gravité,  on  aura, 
en  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  les  axes  rectangu- 
laires, 

d'où  l'on  tirera  Xi,  si  l'on  peut  déterminer  la  limite  de  celte 
somme,  ainsi  que  A. 

On  aurait  j,  par  un  procédé  analogue,  en  décomposant 
la  figure  au  moyen  d'un  système  de  parallèles  à  l'axe  des  :r. 
Mais  on  peut  aussi  conserver  le  premier  mode,  en  remar- 
quant que  le  centre  de  gravité  d'un  des  éléments  ne  peut 
être  qu'à  une  distance  infiniment  petite  de  celui  du  rectan- 
gle inscrit  ou  circonscrit,  et  que,  par  conséquent,  on  peut 
substituer  au  moment  exact  de  cet  élément  le  produit  du 

l'aire  du  rectangle  par  j  qui  peut  être  pris  pour 

l'ordonnée  du  centre  de  ce  rectangle.  On  aitra  ainsi 

et  si  l'on  peut  trouver  cette  limite,  y^  sera  déterminé, 

61.  Cette  formule  donne  lieu  à  une  remarque  curieuse. 
Si  l'on  multiplie  ses  deux  membres  par  2  x,  il  vient 


r.A  —  li 


:^^{Y'-J')- 


Or  le  second  membre  représente  le  volume  engendré  par 
l'aire  en  question,  tournant  autour  de  l'axe  des  x.  Le  vo- 
lume engendré  est  donc  égal  à  l'aire  de  la  figure  géné- 
ratrice, multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  graidté. 

Ce  tbéorème  porte  le  nom  de  Guldin,  quoiqu'il  se  trouve 
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clairement  énoncé  dans  les  Ouvrages  de  Pappus,  géomètre 
(le  l'école  d'Alexandrie, 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  ces  formules. 

62.  Parabole  du  second  ordre.  —  Soil  leqiiation 
j,s  _.  apj; .  et  cherchons  le  centre  de  gravité  du  segment 
CAC  (Jïg.  22)  terminé  à  la  perpendiculaire  à  l'axe,  corres- 
pondant à  l'abscisse  AP  =  fl.  Les  rectangles  formés  par 
les  cordes  parallèles  à  CC  ayant  tous  leurs  centres  de  gra- 
vité sur  l'axe,  leurs  moments,  par  rapport  à  cet  axe,  seront 
nuls;  la  limite  de  leur  somme  le  sera  donc,  et,  par  stiitc. 


Le  centre  de  gravité  étant  sur  l'axe,  il  suffit  de 
son  abscisse  Xj. 
La  formule  précédente  devient,  dans  le  cas  actuel. 

Mais,  d'après  une  formule  trouvée  précédemment  (n"  43), 
on  a  entre  les  limitas  o  et  iï, 

limlJ:'  a  ^  ^  «■■; 
donc 

A         —  é^^  J 

'^      5  ' 

Or,  eu  faisant  lîC  =  ô,  on  a 

d'où  l'on  déduit 


C'est  Arciiimède  qui    a    découvert   cette   propriété,    cî 
siiÈme  pour  un  segment  (.le  parabole  déterminé  par  une  se- 
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cante  quelconque.  Le  calcul  en  serait  tout  à  fait  le  même 
que  celui  que  nous  venons  de  faire  pour  une  sécante  per- 
pendiculaire À  l'axe  de  la  courte. 

63,  Paraboles  et  hjperholes  d'ordre  ijuelconque.  — 
Soit  maintenant  l'équation  y  =.  px""^  dans  laquelle  m  dé- 
signe un  nombre  de  grandeur  et  de  signe  quelconque  ;  on 
demande  le  centre  de  gravité  de  la  surface  terminée  à  cette 
courbe,  à  l'axe  des  x,  et  à  deux  perpendiculaires  à  l'axe 
des  X,  correspondant  aux  abscisses  a,  a'. 

L'application  des  formules  générales  doi 


Aa:,  :r=yjlim2.c"'"'"'a,       A  Ji 


-Et 


,»4-2        '       -J'-a          jm+l 

On 

trouvé  (il»  i3) 

d'oi 

i  il  résulte 

^^pU-*'-^*-)^ 

m-hl    a 

..«_„.*!                    p(m+l)     a'-"-a-*- 

Si  m  est  positif,  la  courbe  est  parabolique  ;  et  si  l'on  fait 
commencer  l'aire  en  question  à  l'origine,  on  a  a  =  o;  et, 
en  désignant  par  h'  l'ordonnée  correspondant  à  «', 

,,=l±iy,  r.=/^:::'i-°"=ïfSrô''- 

Dans  la  parabole  du  second  degré,  m  =  -ï  et  l'on  trouve 
3    ,  3„ 

Si  m  est  négatif,  la  courlîc  est  liyperbolîque  et  donne 
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lieu  à  une  discussion  intéressante  à  laquelle  nous  ne  nous 
arrêterons  pas.  On  reconnaîtra  sans  peine  que,  quand  l'ab- 
scisse extrême  a'  croît  sans  limite,  il  est  possible,  suivant 
la  valeur  de  m,  que  le  centre  de  gravité  s'éloigne  indéfini- 
ment de  l'axe  des  y,  en  tendant  vers  l'axe  des  x,  ou  tende 
vers  une  limite  déterminée. 

6i.  Centre  de  gravité  des  solides  de  i-cçohitioii  homo- 
gènes. —  Le  centre  de  gravite  sera  évidemment  sur  l'axe 
de  révolution;  il  suffira  donc  de  connaître  son  abscisse. 
Pour  la  trouver,  on  coupera  le  solide  par  des  plans  infini- 
ment voisins,  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution  que 
l'on  prendra  pour  axe  des  x;  et  en  supposant  les  poids 
proportionnels  aux  volumes,  le  produit  du  volume  total 
par  l'abscisse  Xi  du  centre  de  gravité  sera  égal  à  la  somme 
des  produits  des  segments  compris  entre  deux  plans  con- 
sécutifs, par  1'^  du  centre  de  gravité  de  ce  segment,  qui  est 
évidemment  compris  entre  les  plans  de  ses  bases.  Pour 
simplifier  ces  produits,  on  substituera  à  ce  dernier  x  celui 
d'une  quelconque  des  bases  du  segment,  ou  même  tout 
autre  qui  en  différerait  d'une  quantité  infiniment  petite  ; 
on  remplacera  encore  le  volume  du  segment  par  celui  du 
cylindre  intérieur  ou  extérieur.  Par  là  on  n'aura  altéré 
le  moment  du  segment  infiniment  petit  du  solide  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  La  limite 
de  la  somme  de  ces  nouveaux  produits  sera  donc  égale  à  la 
somme  des  moments  eux-mêmes,  ou  au  produit  du  volume 
total  par  Xi  ;  et  si  l'on  connaît  cette  limite  de  somme  et  le 
volume,  on  en  déduira  immédiatement  .^i. 

Cette  proposition  est  exprimée  par  la  formule  suivante 
limSay'a  =:  œ,  iimS/'a. 

6S.  Paraholoïde.  —  Si  la  courbe  génératrice  est  une 
parabole  ayant  pour  équation  j^  =  "ipx  et  tournant  an- 
tour  de  l'axe  des  x,  on  aura,  en  remplaçant  j  par  sa  valeur 


y  Google 


>    QUANTITÉS    CONSIDÉRÉES    COMME 


limla;^  Il  ^  x,\imls: 


et,  d'après  la  valeur  générale  de  Hm^afx,  cette  équation 
se  réduira  à  la  suivante,  eu  désignant  toujours  par  a  et  a' 

les  abscisses  cxtrômes, 


résultat  connu  d'Archïmède. 

Le  cas  où  l'on  ferait  tourner  ]a  parabole  autour  de  sa 
tangente  au  sommet  est  renfermé  dans  !e  suivant. 

66.   Généralisons  ce  résultat  on  prenant  pour  courbe 
génératrice  celle  dont  l'équation  est 


m  désignant  un  nombre  quelconque.  L'équation  générale 
devient 


d'où  l'on  tirera  x^ . 

On  retombe  sur  le  cas  précèdent  en  supposant  h 
a  ==■-  o,  et  l'on  retrouve 


On  aurait  le  cas  où  la  parabole  tourne  autour  de  sa  tan- 
gente au  sommet,  en  supposant  hï=  a,  ce  qui  donne,  en 


y  Google 


88 

prenant  encorti  a  =  o, 


67.  Ellipsoïde.  —  En  prenant  pour  équalion  de  la  courljc 
génératrice 


l'cquation  qui  doit  donner  x^  : 


- — -limïJi^^K jlimS.r'î; 

r^j^,  ( — -hm2j;a \imZx'c/.\  ■ 

Supposons  que  nous  considérions  le  volume  commen- 
çant au  sommet  et  terminé  à  l'abscisse,  nous  trouverons, 
en  substituant  aux  limites  de  sommes  leurs  valeurs  données 
parla  formule  connue,  et  simplifiant. 


3  l,a  'V 

Si  l'on  prend  le  de  mi -ellipsoïde,  c 


Le  calcul  se  ferait  d'une  manière  semblable  pour  Tby- 
perboloïde. 


68.  S'il  s'agissait  d'un  solide  Itomogène  termine  par  une 
surface  quelconque,  on  le  décomposerait  comme  il  a  été 
fait  précédemment  pour  la  mesure  des  volumes  ;  on  consi- 
dérerait les  éléments  déterminés  par  deux  séries  de  plans 
infiniment  voisins,  parallèles  à  deux  des  plans  coordonnés, 
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et  ou  égalerait  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
chacun  des  trois  plans  coordonnés,  au  moment  de  la  résul- 
tante par  rapport  à  ces  mêmes  plans.  On  négligerait  dans 
chaque  moment  élémentaire  une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à  lui-même;  ce  qui  permettrait  de  prendre,  au 
lieu  du  volume  de  ce  filet  infiniment  étroit,  celui  du  paral- 
lélépipède intérieur  ou  extérieur,  et  le  centre  de  gravité  de 
ce  parallélépipède  au  lieu  de  celui  du  filet  même.  Si  l'on 
peut  trouver  les  limites  de  ces  trois  sommes  de  moments 
prises  dans  toute  l'étendue  du  corps,  on  obtiendra  les  ti'ois 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce  corps  en  les  divisant 
par  son  volume. 

On  voit  donc  que  la  détermination  du  centre  de  gravité 
des  corps  terminés  par  des  surfaces  quelconques  se  ra- 
mène à  celle  de  îiiuiLcs  de  sommes  d'infiniiiicj:t  jicLits. 
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DES  QUANTITÉS  CONSIDÉRÉES  COMME  LIMITES  DE 
RAPPORTS  D'INFINIMENT  PETITS. 


69,  Le  point  de  vue  auguel  les  moLlemes  ont  considéré 
les  tangentes  aux  courbes  les  a  conduits  naturellement  aux 
rapports  de  quantités  décroissant  indéfiniment.  Les  anciens 
regardaient  les  tangentes  comme  des  lignes  telles,  qu'à  par- 
tir du  point  commun  avec  la  courbe  les  deux  brancbes  de 
celle-ci  se  trouvent  d'un  même  côté  de  la  droite  ;  tandis  que 
les  modernes,  depuis  Descartes,  les  ont  regardées  comme 
limites  de  sécantes  passant  par  le  point  donné  de  la  courbe 
et  par  un  second  point  de  la  même  courbe,  qui  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier.  Il  est  résulté  de  là,  comme  nous 
allons  le  montrer,  que  les  modernes  ont  été  conduits  à  la  re- 
cherche de  limites  de  rapports  d'infiniment  petits,  pro- 
blème dont  les  anciens  n'ont  pas  eu  occasion  de  s'occuper. 

Les  points  d'une  courbe  peuvent  èti'e  rapportés  à  des  sys- 
tèmes de  coordonnées  très-divers,  c'est-à-dire  déterminés 
de  bien  des  manières  diflërentes  par  les  valeurs  de  quanti- 
tés variables.  Nous  allons  examiner  plusieurs  de  ces  systè- 
mes, et  montrer  que  dans  tous  les  cas  la  détermination  de 
la  tangente  revient  à  celle  de  la  limite  du  rapport  tle  deux 
quantités  infiniment  petites,  dépendant  l'une  de  l'autre 
d'après  les  données  de  la  question, 

70.  Coordonnées  rectilignos.  —  Soient  M  [fig.  aS  )  un 
point  donné  sur  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  AX,  AYj 
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AP,  MP  ses  coordonnées  x,  y\  M'  un  point  de  la  même 

courbe,  qui  se  rapproche  indcfiniment  de  M,  et  dont  les 

coordonnées  soient  ^  + /i,  j- -f- A";  la  sécante  MM'  coupe 

l'axe  des  ar  en  un  point  S,  et  la  limite  R  de  la  position  de  ce 

point  déterminera  la  limite  de  la  sécanto,  ou  la  tangente. 

La  limite  de  S  sera  connue  si  l'on  trouve  la  limite  de  PS  : 

,  _.        Y        M'H        i 

or  ona  la  proportion- ^^^  =  -. 

Donc,  en  prenant  les  limites  des  deux  membres, 


Donc  la  détermination  de  la  tangente  à  la  courbe  se  ramène 
à  celle  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  infiniment 
petites,  qui  sont  les  différences  des  coordonnées  du  point 
lîonné  et  d'un  point  iniinîment  voisin  pris  sur  la  courbe, 
et  qui  sont  liées  l'une  à  l'autre  au  moyen  de  l'équation  de 
la  courbe  donnée. 

Au  lieu  de  déterminer  PR  ou  la  sous-tangente,  on  peut 
chercher  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x.  Soient  B 

l'angle  des  axes,  ct  l'angle  cherclié,  m  =  \i\n.yi  oti  aura, 


par  le  triangle  MRP, 
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et;  si  les  axes  sont  rectaiiguluii-us, 

tangsj  =  m  =  iim-. 

il  est  inutile  do  faire  remarquer  (ju'i!  faut  avoir  soigiieu- 
sument  égard  aux  signes  des  accroissements  MH,  M'H, 
sans  quoi  la  sécante  MM'  et  sa  limite  ne  seraient  pas  du 
côté  où  elles  doivent  ôlre  par  rapport  à  MH. 

71.  Coordonnées  polaires. —  Soient  Ole  pôle  (_yîg',  34), 
OX  l'axe,  M  un  point  donné  sur  une  courbe  dont  on  a  l'équa- 
tion, et  dont  les  coordonnées  sont  6  et  r\  M'  un  point  infi- 
niment voisin  ^  A  et  Aies  accroissements  de  9  etr  en  passant 
de  M  à  M'  :  la  tangente  en  M  sera  la  limite  de  la  sécante 
SMM',  et  peut  être  déterminée  par  la  limite  de  l'angle  OMS, 
f[ui  est  la  même  que  celle  de  MOM',  puisque  la  diirérence 
de  ces  deux  angles  est  MOM'  qui  tend  vers  zéro.  Soit  œ  celte 
limite  ou  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  OM.  Décrivons 
de  O  avec  OM  pour  rayon  l'arc  MH,  et  joignons  MH  ;  le 
triangle  MHM'  donnera 

sinHM'M        HM 


hinllMM'  "     IIM' 

Observons  maintenant  que  l'angle  H  M'M  a  pour  limite 
w;  que  l'angle  H  a  pour  limite  un  angle  droit,  puiscpe 
l'angle  en  O  du  triangle  isoscèlc  HOM  a  pour  limite  zéro  ; 
que,  par  conséquent,  la  somme  des  deux  angles  en  M,  M' 
dans  le  triangle  MHM'  a  pour  limite  un  angle  droit,  d'où 
il  résulte  que  les  limites  de  ces  deux  angles  sont  complé- 
mentaires. D'après  cela,  en  égalant  les  limites  des  deux 
membres  de  l'équation  précédente,  on  aura 


L  peut,  d'après  le  principe  fondamental  < 
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ment  petits,  remplacer  HM  par  toute  autre  quantité  dont 
Je  rapport  avec  HM  ait  pour  limite  l'unité;  et  l'on  a  vu, 
dans  la  Trigonométrie,  que  le  rapport  d'un  arc  iiifinimeiit 
petit  à  sa  corde  a  pour  limite  l'unité.  On  peut  donc  rem- 
placer la  corde  HM  par  l'arc  dont  la  valeur  est  rh,  et  l'équa- 
tion précédente  devient 

tangu  =  !iiii  — -  :=?'hm~  = -■ 


Le  problème  des  tangentes,  dans  un  système  de  coordon- 
nées polaires,  est  donc  encore  ramené  à  la  recherche  de  la 
limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits,  dépendant 
l'un  de  l'autre  au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe,  et  qui 
sont  les  différences  des  coordonnées  de  deux  points  infini- 
ment voisins  appartenant  à  la  courbe. 

72.  Troisième  système  de  coordonnées.  —  Supposons 
maintenant  les  points  déterminés  par  leurs  distances  à  deux 
points  fixes,  A,  B  [fig-  aS);  soient  M  le  point  où  l'on  vent 
mener  la  tangente,  et  dont  les  deux  coordonnées  seront 
AM=^r,  BIVI=;r';  M'  un  point  infiniment  voisin  ayant 
pour  coordonnées  r  -J-  /j,  r'  -\-  k;  la  tangente  sera  la  limite 
de  la  sécante  MM',  et  peut  être  déterminée,  par  exemple, 
par  les  angles  u,  w'  qu'elle  forme  respectivement  avec  MA, 
MB. 

Ayant  pris  MH  =::  /i,  MK  =A  dans  le  sens  qui  convient 
au  signe,  et  décrivant  de  A  et  B  comme  centres  avec  tes 
rayons  AH,  BK,  des  arcs  de  cercle,  ils  se  rencontrent  en  M'. 
Si  l'on  joint  M' H,  M,  K'  les  angles  K  et  H  auront  chacun 
pour  limites  un  angle  droit,  puisque  les  arcs  KM',  HM' 
tendront  vers  zéro  ;  les  angles  formés  par  MM'  en  M'  et 
en  M  auront,  par  suite,  des  limites  complémentaires  ;  ces 
limites  pour  les  angles  en  M  ont  été  désignées  par  cd,  w'. 
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.iiiMM'K        HH 
sinK      '      MM'  " 


oMM'H  sinK_ 
nMM'K'sinll" 


Gu  prenant  les  limites  des  deux  membres, 

Les  angles  w,  at'  de  la  tangente  avec  MA,  MB  sont  donc  dé- 
terminés dès  (ju'on  connaîtra  lîm-j  puisque  leur  somme 
est  connue. 

Le  problème  des  tangentes  est  donc  encore  ramené,  dans 
ce  nouveau  système,  à  clicrcbcr  la  limite  du  rapport  dch 
diiFérences  infiniment  petites  des  coordonnées  de  deux 
points  de  la  courbe. 

73,  Au  lieu  de  déterminer  par  le  calcul  les  angles  w,  w', 
entre  lesquels  on  a  deux  équations,  on  peut  facilement  con- 
struire la  tangente  d'après  l'équation  (i).  En  eiï'et,  si  l'on 
prend  sur  MA  et  MB,  ou  sur  leurs  prolongements,  deux 

longueurs  MS,  MK  ayant  un  rapport  égal  à  lim  -i  qu'on 

élève  en  S  et  R  des  perpendiculaires  sur  AM,  MB,  et  qu'on 
joigne  leur  point  de  rencontre  1  à  M,  la  droite  IM  sera  la 
tangente,  car  les  cosinus  des  angles  IMS,  IMR  auront  poui' 
rapport 

MS  A 


On  aurait  pu  arriver   directement  à  cette  constructiois 
ans  passer  par  l'équation  (ij,  et  par  des  considérations  qui 
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se  retrouvent  souvent  dans  l'emploi  des  infiniment  petits 
en  Géométrie. 

Sur  le  rayon  AM  prolongé  {fig.  26),  prenons  une  quan- 
tité constante  MP  ;  menons  PS  parallèle  à  M'H  jusqu'à  la 
rencontre  de  MM'  en  S;  menons  ensuite  SQ  parallèle  à 
M'K  ;  le  quadrilatère  MPSQ  sera  semLlable  à  MHM'K,  et 
l'on  aura 

MP  :  îlQ  :  :  MH  :  mk.  :  :  à  ;  /.-. 

A  mesure  que  /*  et  h  tendent  vers  zéro,  MQ  tend  donc  vers 

la  valeur  finie  dont  le  rapport  à  MP  est  la  limite  dey 

La  sécante  MM'  étant  toujours  dans  la  direction  de  la  diago- 
nale MS,  la  tangente  sera  la  limite  de  cette  direction,  c'est- 
à-dire  celle  de  la  diagonale  du  quadrilatère  limite  de 
PMQS.  Or  les  angles  P  et  Q  de  ce  quadrilatère,  étant 
égaux  respectivement  à  H  et  K,  ont  pour  limites  des 
angles  droits.  On  construira  donc  facilement  le  quadrila- 
tère  limite  quand  on  connaîtra  la   limite  de  -  ou  dcTi 

car  on  en  déduit  immédiatement  la  limite  MB.  de  MQ.  Il 
suffit  ensuite  d'élever  en  P  et  en  R  des  perpendiculaires  à 
AM,  MB,  et  de  joindre  leur  point  de  rencontre  I  au  point 
M  ;  cette  dernière  ligne  sera  la  tangente.  Cette  construc- 
tion, obtenue  par  des  considérations  diSëreutes,  coïncide 
avec  la  précédente. 

74.  Autre  système  do  coordonnées.  —  Supposons  ac- 
tuellement que  les  points  soient  déterminés  par  leur  dis- 
tance à  un  point  fixe  O  [fig-  27),  et  une  abscisse  ou  une 
ordonnée  par  rapport  à  une  ligne  fixe  quelconque  passant 
par  O.  Soient  A  l'origine  des  abscisses,  AP  =  x^  PM  ^y, 
OM  =;  ?■  ;  le  point  quelconque  M  sera  déterminé  par  x  et  /■, 
oujetr. 

Cela  posé,  M  étant  un  point  quelconque  d'un  lieu,  de- 
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é  parunerelatîonentre  ces  coordonnées,  on  demande 
r  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point. 
Soient  MK  =:  k,  PP*  =3  k  les  accroissemenls  correspon- 
dants de  r  et  ^  pour  passer  à  un  point  voisin  M'  du  lieu, 
et  qu'on  portera  dans  un  sens  ou  dans  l'antrej  suivant  qu'ils 
seront  positifs  ou  négatifs.  Dans  le  quadrilatère  MHM'K, 
l'angle  K  tendra  vers  un  angle  droit  en  même  temps  que  h 
et  h  vers  zéro,  et  la  diagonale  MM'  vers  la  tangente. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  l'un  des  procédés  employés 
dans  le  cas  précédent.  Nous  prendrons  PR  constant  ;  par  le 
point  S  de  la  sécante  correspondant  à  l'abscisse  AR,  menons 
les  droites  SQ,  ST  parallèles  à  M'K,  M'Il  :  le  quadrilatère 
MQST  sera  semblable  à  MKM'H,  et  la  limite  de  la  direc- 
tion de  sa  diagonale  MS  sera  la  tangente  eliercliée.  Or  on 
pourra  construire  le  quadrilatère  limite  si  l'on  connaît  la 
limite  de  MQ,  PR  ou  son  égal  TS  étant  constant;  et 
comme  on  a 

h  _  'f  S 
/■  ""  MQ  ' 

il  s'ensuit  que  la  limite  de  MQ  sera  connue  si  l'on  connaît 
celle  du  rapport  j-  Soit  MI  la  limite  de  MQ  ;  comme  l'an- 
gle Q  a  pour  limite  un  angle  droit,  le  quadrilatère  limite 
sera  MIUV,  et  la  diagonale  MU  la  tangente.  On  voit  qu'il 
suffit,  pour  la  construire,  d'élever  en  I  une  perpendiculaire 
à  Oï,  et  de  elierelier  son  point  de  rencontre  U  avec  la  pei'' 
pendicuiaîre  à  OR.  Si  les  deux  coordonnées  étaient  ?■  et  y, 
au  lieu  de  r  et  x,  le  même  quadrilatère  donnerait  des  résul- 
tats analogues,  et  la  question  serait  toujours  ramenée  à 
trouver  la  limite  du  rapport  des  diiTérences  des  eoordomiées 
de  deux  points  du  lieu,  infiniment  voisins. 

73.  Coordonnées  angulaires.  — ■  Considérons  encore  u!i 
système  où  les  points  seraient  déterminés  par  deux  anglea 
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formés  par  les  droites  menées  de  ces  points  à  deux  points 
fixes.  Soient  A,  B  [fig.  a8)  ces  points  fixes,  MAB  =  a, 
MBA  =::  ê  les  deux  angles  qui  dcterniiiient  la  position  d'un 
point  quelconque  M;  on  demande  de  mener  la  tangente  eii 
M  à  un  lieu  déterminé  par  une  relation  entre  «  et  S .  Soient 
/(  et  h  les  accroissements  positifs  ou  négatifs  de  a  et  6  quand 
on  passe  de  M  en  M',  MP  égal  à  une  constante  arbitraire, 
PS  parallèle  à  M'U,  SQ  parallèle  à  M'K  ;  les  quadrilatères 
MPSQ,  MUM'V  seront  senitlables,  et  la  tangente  cherchée 
sera  la  limite  de  la  direction  de  la  diagonale  MS,  Pour  la 
connaître,  il  suffit  de  déterminer  les  limites  de  MQ  et  des 
directions  PS  et  QS,  Quant  à  ces  dernières,  il  est  évident 
qu'elles  ne  sont  autres  que  les  directions  de  BM  et  AM  qui 
sont  les  limites  de  celles  de  BM',  AM'.  Pour  avoir  la  limite 

MI  de  MQ,  il  suffit  de  coimaitre  la  limite  du  rapport  -r— 


[ui  est  égal  au  rapport 
Or 


MQ 

MV       sin/(        MU 


Or  les  angles  V  et  U  ayant  pour  limite  l'a 
,.     sinV 
de  plus 


puisque  le  rapport  d'un  angle  infiniment  petit  à  son  sintis 
a  pour  limite  l'unité.  On  a  donc 
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donc  enfin  le  problème  est  encore  ramené  à  la  recherche  de 
la  limite  du  rapport  des  différences  des  coordonnées  de  deux 
points,  infiniment  voisins,  du  lieu.  Quand  on  l'aura  trou- 
vée, on  connaîtra  MI,  et  par  les  points  P  et  I  on  mènera 
des  parallèles  à  MA,  MB,  qui  par  leur  rencontre  détermi- 
neront un  point  de  la  tangente. 

On  pourrait  procéder  d'une  autre  manière,  et  calculer 
les  angles  de  la  tangente  avec  les  rayons  vecteurs,  ou  les 
limites  des  angles  VM'M,  MM'U.  On  a,  en  eflet, 
MU 


sinVM'M        MV 

sinMM'U 

sinV            MM'' 

sinU 

sinVM'M 
sinMM'U 

sinV  MV  , 
sinU^MU' 

or  ■■:■  — ■-  a  pour  limite  i  ;  donc,  en  appelant  a:,  y  les  angles 

de  la  tangente  MT  avec  MA,  MB,  on  aura 

sin^^  MV_sinS         h 

&inj-  MU  ~~  sin  a         ^ 

et,  comme  la  somme  x  -hy  est  connue,  le  problème  est  ré- 
solu dès  que  l'on  connait  la  limite  du  rapport  -  • 

De  l'existence  des  tangentes  en  général. 

76.  Nous  venons  de  passer  en  revue  un  assez  grand 
nombre  de  systèmes  de  coordonnées,  dont  quelques-uns  ne 
sont  presque  jamais  employés  ;  e1i,nous  avons  reconnu  que, 
dans  tous  les  cas,  le  problème  des  tangentes  était  ramené  à 
la  recherche  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  infi- 
niment petites.  Le  nombre  des  systèmes  que  l'on  pourrait 
employer  pour  la  détermination  des  points  sur  un  plan  est 
illimité,  et,  par  les  cas  variés  que  nous  avons  considérés, 
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nous  avons  voulu  faciliter  les  recherches  auxquelles  d'autres 
cas  peuvent  donner  lieu.  On  cherchera  toujours  à  ramenei' 
la  direction  de  la  sécante  à  dépendre  d'infiniment  petits 
quelconques,  dont  il  soit  possible  de  calculer  la  limite  du 
rapport,  soit  cpe  les  points  du  lieu  soient  déterminés  par 
une  équation,  soit  qu'on  connaisse  la  loi  de  leur  génération, 
sans  en  avoir  déduit  l'équation  entre  les  coordonnées. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loiu,  il  est  à  propos  de  s'assurer 
que  le  problème  dont  nous  nous  occupons  a  généralement 
une  solution;  c'est-à-dire  qu'en  tout  point  d'une  courbe 
déterminée  par  une  équation,  ou  par  une  loi  de  construc- 
tion qui  pourrait  conduire  à  une  équation  entre  des  coor- 
données de  nature  quelconque,  il  existe  une  tangente.  En 
d'autres  termes,  il  faut  démontrer  que,  lorsque  deux  varia- 
])les  dépendent  l'une  de  l'autre,  le  rapport  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  correspondants  de  ces  variables  a 
en  général  une  limite  ;  car  c'est  à  ce  problème  de  calcul  que 
nous  avons  ramené  le  problème  géométrique. 

Cette  proposition  importante  peut  être  établie  siuiple- 
ment,  de  la  manière  suivante. 


Théorème  général. 

77.  Soit  y  une  fonction  quelconque  d'une  variable  x.^ 
assujettie  seulement  aux  conditions  suivantes  :  i"  que,  lors- 
qu'à partir  d'une  valeur  quelconque  on  donne  un  accrois- 
sement h  à  X,  il  en  résulte  un  accroissement  unique  k  de  j, 
qui  tende  vers  zéro,  ^i  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro  ;  2°  qu'à 
partir  de  toute  valeur  de  x  on  en  puisse  prendre  une  autre 
qui  en  diffère  d'une  quantité  finie  déterminée  telle,  que  si  x 
varie  dans  le  même  sens  dans  tout  l'intervalle  compris  entre 
elles,  j  varie  constamment  dans  un  même  sens,  c'est-à-dire 
toujours  en  augmentant,  ou  toujours  en  diminuant. 
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Cela  posé,  il  est  facile  de  démoulrer  que,  sous  ces  condi- 
tions, pour  toute  valeur  de  a)'  il  existe  une  limite  finie  pour 
le  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  correspon- 
dants h  cl  k;  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  des  va- 
leurs exceptionnelles  de  x  pour  lesquelles  ce  rapport  croisse 
ou  décroisse  indéfiniment. 

En  effet,  soient  x^,  X  deux  valeurs  de  x  satisfaisant  aux 
conditions  ci-dessus  indiquées;  ^o,  Y  les  valeurs  corres- 
pondantes de  j",  partageons  l'intervalle  X —  cTo,  positif  ou 
négatif,  en  n  parties  égales,  que  nous  désignerons  par  A,  et 
soient  ^i,  A,,  ^■3,.  . .,  h^  les  valeurs  correspondantes  des  ac- 
croissements positifs  de  j-",  on  aura 

X  —  j7„  =  «/i,     Y  — j-,  =  /,',-hh,.  .  -,  /-„; 


c'est-à-dire  que  le  rapport  invariai^le  des  accroissements 
finis  de  X  et  de^,  quand  on  passe  de  Xt,  à  X,  est  la  moyenne 

arithmétique  des  rapports  —■,  -~f-i  -ji  quel  que  soit  le 

nombre  entier  n. 

Si  maintenant  on  fait  croître  n  indéfiniment,  les  termes 
de  ces  rapports  tendront  vers  zéro;  et  leur  moyenne  arith- 
métique étant  toujours  égale  à  la  quantité  finie  -—  -   '■)  il 

est  impossible  que  les  rapports  tendent  tous  vers  zéro,  ou 
qu'ils  croissent  tous  indéfiniment. 

Cette  conclusion  relative  à  l'intervalle  X  —  x^,  pouvant 
être  appliquée  à  toute  partie  de  cet  intervalle,  il  s'ensuit 
qu'il  est  impossible  que,   dans    aucun  inlervalle  fini,    la 

valeur  de  j  tende  vers  zéro  ou  croisse  indéfiniment  pour 
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toutes  les  valeurs  de  x.  Ce  n'est  donc  que  pour  des  valeurs 
exceptionnelles  et  en  nombre  limité  que  -f  peut  ne  pas 
avoir  une  valeur  finie  ;  ce  que  nous  voulions  ctaLlir. 

78.  Nous  avons  supposé  dans  ce  raisonnement  que 
— — — ^  avait  une  valeur  finie.  En  ne  s' assujettissant  pas  à 
cette  condition,  voyons  s'il  est  possible  que  toutes  les  va- 
leurs de  Y  tendent  vers  zéro  ou  croissent  indéfiniment. 

Si  tous  les  rapports  tendent  vers  zéro,  leur  moyenne  y 
tendra  nécessairement,  et  comme  elle  est  constante,  elle  ne 
peut  Être  que  zéro  ;  donc  Y — ja  =  o  ou  Y  =  j^.  Et  comme 
il  en  sera  de  mônic  si  l'on  considère  l'intervalle  entre  Xt,  et 
toute  autre  valeur  choisie  entre  x„  et  X,  il  en  résulte  que 
toutes  les  valeurs  de  y  correspondant  aux  valeurs  de  x 
comprises  entre  a"»  et  X  sont  égales  à  y^.  La  fonction  dési- 
gnée par  j  ne  serait  donc  autre  chose  qu'une  constante,  ci 

l'on  voit  alors  que  non- seulement  j  tendra  vers  zéro,  mais 
qu'il  sera  toujours  rigoureusement  nul.  Le  lieu  dont  la  fonc- 
tion est  l'ordonnée  serait  donc  une  droite  parallèle  à  l'axe 
des  .r,  si  x  et  y  sont  des  coordonnées  rectilignes. 

Si  maintenant  tous  les  rapports  j  croissaient  sans  li- 

7i        -,     . 
jnites,  les  rapports  reciproqvies  —  tendraient  tons  vers  zéro, 

et  le  lieu  serait  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  j-;  au- 
quel cas  tous  les  rapports  ■- seraient  rigoureusement  nuls, 
et  l'on  dirait  que  les  rapports  —  sont  tous  infinis. 

Si  donc  le  lien  ne  renferme  aucune  portion  de  ligne 
droite  parallèle  à  l'un  des  axes,  il  y  aura  une  limite  finie 
pour  le  rapport  de  raccroisscmeut  k  infiniment  petit  ù  l'ac- 
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troissement  correspondant  h,  pris  à  partir  d'un  x  quel- 
conque entre  Xn  et  S,  à  l'exception  peut-ôti'c  de  certaines 
valeurs  particulières  ;  et  par  conséquent  en  tous  les  points 
d'une  courbe  il  existe  en  général  une  tangente. 

Les  cas  exceptionnels  où  la  limite  de  y  serait  nulle  ou 

infinie  correspondraient,  dans  un  système  de  coordonnées 
rectilignes,  aux  points  où  les  tangentes  seraient  parallèles  h. 
l'un  ou  l'autre  des  axes  -,  cela  résulte  de  la  signification 

géométrique  de  la  limite  de  j  dans  un  pareil  système. 

Cette  limite  n'est  pas  la  même  en  général  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  ;  elle  est  donc  une  fonction  de  x.  Or  il  est  bon 
de  remarquer  que,  si  cette  fonction  varie  par  degrés  infini- 
ment petits,  en  même  temps  que  x,  le  signe  que  l'on  prend 
pour  h  à  partir  d'un  ^quelconque  n'influe  pas  sur  le  résultat. 

Supposons,  en  eiïèt,  qu'en  prenant  toujours  h  de  même 

signe,  par  exemple  positif,  la  limite  du  rapport  y  soit  repré- 
sentée par  une  fonctiony(a;)  de  \'x  auquel  on  a  donné  l'ac- 
croissement /i,  cette  fonction  variant  infiniment  peu  en 
même  temps  que  .r.  Soit  A,  l'accroissement  de  _/,  pour 
l'accroissement  — ■  h  donné  à  x  ;  il  s'agit  de  trouver  la  limiti,- 

de  — '-r-  Or  si,  à  partir  de  x  —  /;,  on  donne  à  la  vanable 

l'aeeroîssement  -h  h,  on  revient  à  X'^  Vj  correspondant  h 
X — h  reprenant  la  valeur  primitive  augmentera  de  — hi  et 

le  rapport  —j-^  sera  d'autant  plus  voisin  de  f[x  —  h)  que  h. 

sera  plus  petit;  il  en  sera  donc  de  même  de  — -J--  Mais  par 

bypothèse  f[x  —  A)  et  f{x)  diffèrent  d'une  quantité  infi- 
niment petite,  si  li  est  lui-même  infiniment  petit;  donc  la 

limite  de  ■ — j  est  yfx),  comme  celle  de  -■ 
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La  limite  du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits 
correspondants  est  donc  indépendante  du  signe  choisi  pour 
h,  si  f[x)  varie  par  degrés  infiniment  petits  en  même 
temps  que  x.  Et  il  est  évident  qu'il  en  serait  autrement  si 
cette  condition  n'était  pas  remplie. 

Dérivées  des  fonctions. 

79.  Cette  iiînite  du  rapport  -  se  nomme  la  dérivée  de  la 


fonction j)^  par  rapport  à  x.  Si  cette  fonctionjj'  est  représen- 
tée par  F(x),  on  représente  la  dérivée  par  F'[^),  Ainsi 
dorénavant  la  signification  de  cet  accent  sera  définie,  pour 
toute  fonction  F,  par  l'équation  suivante  ; 

En  employant  cette  nouvelle  dénomination,  nous  pouvons 
donc  dire  que  le  problème  des  tangentes  est  ramené  à  la  dé- 
termination de  la  dérivée  d'une  des  coordonnées  par  rapport 
à  l'autre  ;  et  que  dans  un  système  de  coordonnées  rectilignes 
le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'axe  des  ab- 
scisses est  la  dérivée  de  l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse. 

Les  dérivées  ont  beaucoup  d'autres  usages  que  la  détermi- 
nation des  tangentes  ;  nous  nous  bornerons  en  ce  moment  à 
(juelques  remarques  très-simples.  Si  nous  repre'sentons. 
pour  abréger,  par  k  l'accroissement  de  F(;i7),  correspon- 
dant à  l'accroissement  h  donné  à  x,  on  aura 

limj  =  F'W, 

et  par  conséquent  j  diffère  de  F'(x)  d'vuie  quantité  qui 
tend  vers  zéro  eu  même  temps  que  A;  la  désignant  par  w. 
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Oii  aura 

|  =  F.(,)H-., 
d'où 

quel  que  soix  le  signe  de  h. 

Ainsi  /(F'(^)  ne  dilfère  de  k  que  d'une  quantité  iniini- 
ment  petite  par  rapport  kh  on.kk\  done  on  pourra  substi- 
tuer kF'[x)  à  k  toutes  les  fois  f/ue  k  sera  un  des  termes 
d'un  rapport  ou  d'une  somme  d'infiniment  petit,  dont  on 
cherchera  la  limite.  Remarquons  que  h^'{x)  est  l'accrois- 
sement de  l'ordonnée  de  la  tangente  pour  l'accroissement 
h  de  l'abscisse.  Donc  A»  est  la  différence  des  ordonnées  de 
la  courbe  et  de  la  tangente;  elle  est,  comme  on  le  voit, 
infiniment  petite  par  rapport  à  l'accroissement  mÈme  de 
l'ordonnée  ;  et  il  faut  remarquer  que  l'ordonnée  peut  avoii' 
une  direction  arbitraire  pourvu  que  ce  ne  soit  pas  celle  de 
la  tangente  elle-même,  sans  quoi  r'(^)  ne  serait  pas  une 
quantité  finie  et  les  formules  précédentes  ne  subsisteraient 
plus.  Il  résulte  de  là  une  grande  simplification,  parce  que  la 
quantité  oj  serait  en  général  très-compliquée  ;  et  en  négli- 
geant la  quantité  Aw,  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les 
limites  des  sommes  ou  des  rapports. 

80.  La  dérivée  d'une  fonction  peut  servir  à  reconnaîue 
dans  quel  sens  varie  cette  fonction  à  partir  d'une  valeui' 
quelconque  de  la  variable  dont  elle  dépend;  ce  qui  est  sou- 
vent utile.  En  elFet,  en  désignant  toujours  par  h  et  k  les 
accroissements  correspondants  de  x  etF(x),  nous  avons 
trouvé 

/■  =  /,[F(.i)  +  „], 

(il  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  h. 

Or  si  F'(;c)  n'est  pas  nul  pour  la  valeur  x  que  l'on  con- 
sidère, cù  ayant  pour  limite  zéro  finira  par  être  constam- 
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ment  au-dessous  de  F'(:r)  el  le  facteur  F'(x)  ■+-  o)  sera  de 
même  signe  que  F'{x).  Donc  k  sera  de  même  signe  que  A, 
si  F'(j:)  est  positif,  eE  de  signe  contraire  s'il  est  négatif. 
Ainsi  une  fonction  croît  dans  le  même  sens  que  la  variable 
pour  toutes  les  valeurs  de  a;  qui  rendent  sa  dérivée  positive, 
et  en  sens  contraire  pour  celles  qui  la  rendent  négative. 

On  reconnaît  encore  facilement  que  de  deux  fonctions  de 
X  celle-là  croit  le  plus  rapidement  avec  x  dont  la  dérivée 
est  algébriquement  la  plus  grande. 

En  effet,  soient  les  deux  fonctions  F{x),  f(x)  ;  k  m  l 
leurs  accroissements  correspondant  à  l'accroissement  h 
de  :c  ;  on  aura 

/■.-^/-[F'(.r)  +  «],      a=A[/' (=:)  +  .'], 

oi  et  (!)'  étant  infiniment  petits  avec  h.  On  tire  de  là 

^-i  =  A[F(..)-/'(.>.)  +  «_r.'], 

et  puisque  l'on  suppose  ¥'{x)  —  f  [ce)  différent  de  zéro, 
le  second  membre  finira  par  être  de  même  signe  que 

/4P(,,)-/'(x)]. 

Ainsi,  en  supposant  F' (a-)  ]>/''(:c),on  auraA";>  /si  A  est 
positif.  Mais  si  /*  est  négatif,  on  aura  ft  <^  /. 

Dans  tout  ce  qui  précède  il  s'agit  de  valeurs  algébriques, 
et  non  de  grandeurs  absolues, 

81 .  Nous  avons  vu  que  le  rapport  fixe  — '-■  cîait  tou- 
jours compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rap- 
ports >rï  quelque  près  qu'ils  soient  de  leurs  limites,  et,  par 

conséquent,  que  ce  rapport  fixe  était  compris  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  ces  limites,  qui  sont  les  diffé- 
rentes valeurs  que  prend  la  dérivée  V[x)  quand  x  passe 
de  x^  à  X.  Si  donc  la  fonction  F'(x)  est  continue,  c'est-à~ 
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dire  si  elle  ne  peut  passer  d'une  valeiu-  à  une  autre  <ju'eiî 
passant  par  toutes  les  înteriuédiaires,  il  y  aura  entre  Xo 
et  X  une  certaine  valeur  de  œ  qui  rendra  F'  (^)  égal  à  la 

quantité  intermëi?--''™     -     — 


ce  qui  revient  à  dire  qu'entre  les  points  de  la  courbe,  dont 
les  coordonnées  sont  Xc,  Ja  ^'^  -X,  Y,  il  en  existe  un  où  la 
tangente  est  parallèle  à  la  coj-de  qui  joint  les  points  ex- 
trêmes. 

Remarque.  —  Cette  formule  entraîne  évidemment  cette 
proposition  importante  démontrée  tout  à  l'heure,  et  que 
nous  énoncerons  spécialement  : 

Une  expression  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  est 
nulle,  quel  que  soit  x,  est  nécessairement  constante,  c'est- 
à-dire  indépendante  de  x. 

82,  L'équation  -  =:  F'  [x]  ■+•  m  démontrée,  quelle  que 
soit  la  fonction  F,  peut  se  metti-e  sous  la  forme 

/  =  M/?, 

M  désignant  une  fonction  finie  de  x  et  de  /*  qui  tend  vers 
F'  [x)  quand  h  tend  vers  zéro. 

Si,  dans  cette  fonction  M,  on  changeait  xen.x-\-  hi ,  elle 
subirait  un  accroissement  qui,  d'après  la  proposition  géné- 
rale, serait  de  la  forme  Mi  Ai,  Mi  désignant  une  fonction  de 
X,  h  et  Ai  qui  reste  finie,  quelque  petits  que  soient  h  et  Ai- 
Si  l'on  désigne  par  k,  l'accroissement  que  subit  alors  k,  on 
aura 


y  Google 


DES    QUANTITÉS    COUSIDÊRÉËS    COMME    LIMITES.  IO7 

SI  de  même  on  change  x  on  œ  -'-  h^  dans  Mj,  il  croîtra 
d'une  quantité  delà  forme  Mj/ij,  M^  étant  une  quantité 
finie  dépendant  de  x,  h,  ht,  Aa-,  désignant  par  k^  l'acei'ois- 
sement  de  A,,  on  aurait 

et  l'on  pourrait  continuer  de  même  indéfiniment. 

Si  l'on  suppose  cjue  les  accroissements  successifs  donne!) 
à  X  soient  égaux,  on  aura 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

On  arriverait  ainsi  à  cette  proposition  générale  : 

fin  accroissement  d'un  ordre  quelconque  d'une  fonc- 
tion^ correspondant  à  un  accroissement  constant  à  chaque 
opération,  et  infiniment  petit  du  premier  ordre,  de  lava- 
riahle  dont  elle  dépend,  est  un  infiniment  petit  d'un  ordre 
égal  au  nombj-e  de  ces  opérations. 

83.  Ces  accroissements  de  dilïerents  ordres  peuvent  faci- 
lement être  représentés  géométriquement  par  la  considéra- 
tion de  la  courbe  dont  x  et  y  seraient  les  coordonnées. 

Soient  M  {fig-  29)  un  quelconque  de  ces  points, 

A  =  PP'  =  P'P"=  P"P"*  = . . . , 

M',  M",  M™,.-.  les  points  de  la  com-be  correspondant 

aux  points  P',  P",  F" En  prolongeant  la  corde  MM' 

jusqu'à  l'ordonnée  suivante  en  1,  on  aurait,  en  menant 
MH,  M'H', . . .  parallèles  à  AX, 

M'H  =  ^,     m'=M'H. 

Mais  M"H'  n'est  autre  chose  que  l'accroissement  de  j  en 
partant  de  J7  4-  A;  donc  il  est  ce  que  devient  h  quand  on  y 
change  x  en  x  -i-  A,  et,  par  conséquent,  M'^H'  —  M'H  ou 
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—  IM"  sera  l'aocroissement  de  A",  que  nous  avons  désigné 

Si  l'on  prolongeait  maintenant  M'JVI"  jusqu'à  l'ordonnée 
suivante,  on  aurait  une  ligne  correspondant  à  IM",  qui 
serait  la  valeur  de  A,,  dans  laquelle  on  cliangeraît  x  en 
j?  -i-  A,  puisqu'on  ferait  les  mêmes  opérations  en  partant  de 
M'  que  l'on  avait  faites  en  partant  de  M.  On  aurait  donc 
l'accroissement  de  k^  ou  A3,  en  retranchant  ces  deux  lignes, 
en  les  affectant  du  signe  convenable,  et  l'on  formerait  ainsi 
les  accroissements  des  divers  ordres  successifs. 

On  pourrait  prendre  une  autre  représentation  géomé- 
trique d'une  fonction  et  de  ses  différences  successives 
k,  Aj,  Aa,.  . .  :  par  exemple,  supposer  que  X  représente  la 
longueur  de  l'arc  d'une  courbe  et  y  le  rayon  vecteur  cor- 
respondant, ou  l'inclinaison  de  la  tangente,  ou  toute  autre 
grandeur  dépendant  de  la  longueur  a:  de  l'are  ;  on  ferait 
croître  l'arc  par  degrés  égaux  entre  eus,  et  l'on  considére- 
rait les  valeurs  correspondantes  dejr,  sur  lesquelles  on  fe- 
rait les  opérations  que  nous  venons  d'indiquer  dans  le  sys- 
tème de  coordonnées  rectilignes;  mais  les  représentations 
géométriques  seraient  beaucoup  moins  simples. 

Du  pr-oblhne  réciproqao. 

84 .  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  tous  les 
points  d'une  courbe  étaient  donnés,  soit  par  une  équation, 
soit  par  un  mode  quelconque  de  génération,  et  nous  nous  pro- 
posions de  trouver  la  tangente  en  unquelconquede  ces  points. 
On  pourrait  réciproquement  se  donner  l'équation  générale 
ou  un  mode  de  génération  de  toutes  les  tangentes  à  une 
courbe  inconnue,  et  se  proposer  de  déterminer  le  point  de 
la  courbe  quise  trouve  sur  une  quelconque  de  ces  tangentes. 
Ce  problème  inverse  se  résoudra  au  moyen  de  la  remarque 
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Le  point  de  contact  d'une  tangente  aune  courbe  quel- 
conque est  la  limite  de  son  point  de  rencontre  avec  une 
tangente  infiniment  voisine. 

Soient,  en  eifet,  TMT'  {Jtg.  3o)  une  tangente  fixe,  M 
son  point  de  contact.  M'  un  point  de  la  courbe,  infiniment 
voisin  de  M,  UM'  la  tangente  en  M'  et  I  son  point  de  ren- 
contre avec  T'T.  La  corde  MM'  tend  vers  zéro  lorsque  M' 
tend  vers  sa  limite  M,  et  c'est  le  plus  grand  côté  du  triangle 
iMIM';  car,  d'après  la  déiinition  de  la  tangente,  la  sécante 
MM'  tendant  vers  zéro  fait  avec  la  tangente  en  M  ou  M'  un 
angle  dont  la  limite  est  zéro;  l'angle  I  opposé  à  MM'  tend 
donc  vers  les  deux  droits,  et  le  côté  MM',  opposé  au  plus 
grand  angle,  est  le  plus  grand  du  triangle.  La  distance  IM, 
plus  petite  que  MM',  tend  donc  vers  zéro;  et,  par  consé- 
quent, le  point  fixe  M  est  la  limite  du  point  de  rencontre  I 
de  la  tangente  en  M  avec  une  tangente  infiniment  voisine. 

De  la  réstdte  la  solution  du  problème,  qui  consiste  à  dé- 
duire tous  les  points  d'tuie  courbe  de  la  connaissance  de 
toutes  ses  tangentes.  Pour  cela,  on  considérera  l'une  (juel- 
conque  de  ces  dernières,  et  l'on  cherchera  sa  rencontre  avec 
une  tangente  voisine  d'après  les  équations  connues  de  ces 
lignes,  ou  d'après  la  loi  donnée  de  leur  construction;  on 
déterminera  la  limite  de  ce  point  lorsque  la  seconde  tan- 
gente s'approche  indéfiniment  de  la  première  ;  on  coimaitra 
ainsi  le  point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sur  une  tangente 
quelconque.  Le  problème  revient  ensuite  à  une  recherche 
ordinaire  de  lieu  géométrique. 

Il  est  bien  certain  que,  si  l'on  admet  qu'il  y  ait  une  courbe 
tangente  au  système  des  lignes  données,  on  la  trouvera  par 
le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer;  mais,  si  l'existence 
de  cette  courbe  n'était  pas  admise,  il  est  facile  de  recon- 
naître que  celle  que  l'on  obtient  sera  effectivement  tan- 
gente à  toutes  les  droites  du  système  qui  auront  des  points 
communs  avec  elle.  En  effet,  considérons  deux  de  ces  droites 
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telles,  que  dans  le  passage  continu,  de  l'une  à  l'autre  cha- 
cune rencontre  toujours  celle  qui  suit,  quelque  voisine 
qu'elle  en  soit  j  faisons  passer  une  courlie  par  tous  les  points 
de  rencontre  successifs  de  chacune  d'elles  et  de  celle  qui  la 
suit  à  un  intervalle  inBninient  petit.  Gela  peut  se  faire 
d'une  infinité  de  manières  ;  il  suffira  que  la  forme  d'équa- 
tion choisie  renferme  assez  de  constantes  indéterminées.  Or 
chaque  droite  est  coupée  par  celle  qui  la  précède  et  par  celle 
qui  la  suit  en  deux  points  qui  sont  d'autant  plus  près  du 
point  du  lieu  limite  que  les  droites  sont  plus  voisines;  la 
distance  de  ces  deux  points  ou  la  corde  interceptée  par  la 
droite  dans  la  courbe  variahle  peut  donc  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnée,  et,  par  conséquent,  les  droites 
du  système  sont  aussi  voisines  qu'on  voudra  d'être  tangentes 
à  la  courbe  variable.  Donc,  enfin,  la  limite  de  cette  der- 
nière, ou  le  lieu  des  points  limites,  est  tangent  à  toutes  les 
droites. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'une  plus  géné- 
rale que  nous  traiterons  avec  plus  de  détail  par  la  suite. 
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CHAPITRE  XIY. 

APPLICATION  DES  SÎÈTllODES  PP,i>CÉDENTES  A  QUELQUES 
EXEMPLES. 


83.  Parabole.  —  En  la  rapportant  à  son  axe  et  à  la 
gente  au  sommet,  son  cquaLÏon  est 


la  valeur  delà  sous-tangente  TP  [fig.  3i),  a  pour  expres- 
sion, d'après  la  formule  générale, 


Pour  trouver  îim  yi  il  faut  exprimer  que  l'équation  de  la 

courbe  est  satisfaite  par  x  H-  h,  y  -+-  ^',  ainsi  que  par  x,  j^; 
ce  qui  donne 

r=i2>x,      (/+  ^■)'=  %p{3:  +  h), 
et,  en  retrancliant  les  termes  égaux, 

Divisant  par  A,  il  vient 

-   ■    ^-^       - 

en  prenant  les  limites  des  deux  membres  divisés  par  2, 
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TP  =  — r=2^. 
P 

La  sous-tangente  est  donc  double  de  l'abscisse  du  point  de 
contact;  ce  qui  donne  une  construction  très-simple  de  la 
tangente. 

Si  an  lieu  de  la  sous -tangente  on  cliercbc-  l'angle  MTX, 
on  aura 

tangMTX  =  liiu--=z^; 

à      y' 

de  sorte  que,  si  l'on  prend  PJM^^/j,  l'angle  che relié  sera 
égal  à  PMN;  la  tangente  sera  donc  perpendiculaire  à  MIN . 
Cette  dernière  ligne  est  donc  la  normale,  et  la  sous-nor- 
male est  constante  et  égale  à  ;j  ;  ce  qui  donne  une  construc- 
tion simple  de  la  normale  et,  par  suite,  de  la  tangente. 

86.  Supposons  maintenant  la  parabole  rapportée  à  sa 
directrice  et  son  foyer  F,  Les  coordonnées  seront  un  rayon 
Tecteur  et  une  abscisse,  et  l'équation  sera 


On  aura  alors  k  ^^  /i,  et  en  prenant  deux  quantités  égales 
quelconques  PH,  MQ,  puis  élevant  en  H  et  Q  des  perpen- 
diculaires à  AX,  FQ,  on  aura  un  point  S  de  la  tangente.  On 
voit  que  la  ligne  MS  partage  en  deux  parties  égales  l'angle 
de  FQ  avec  tme  parallèle  MI  à  l'axe,  vu  l'égalité  des  deux 
triangles  SMQ,  SML  Celte  propriété  donne  une  autre  con- 
struction fort  simple  de  la  tangente. 

87.  Ellipse   et  hjperholc.  —  L'ellipse  rapportée  à  ses 
axes  a  pour  équation 
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Pour  avoir  la  limite  du  rapport  -t  on  remplacerait  etj 

par  X  ~i-  h,  j  -h  fc,  et,  en  retranchant  les  deux  équations, 
on  aura 

y.a'yl-  +  a' P -^  i  b' .r/i  +  h'/i'=  o, 

et,  en  divisant  par  h, 

Prenant  les  limites  de  tous  les  termes,  on  aura,  d'après  le 
principe  fondamental  des  limites, 


M  désignant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x. 

Le  même  calcul,  fait  en  partant  de  l'équation  de  l'Jiypcr- 
bole  a^j^  —  î>^x^  =  —  a'b^,  donnerait  évidemment 

88.  Considérons  maintenant  l'ellipse  rapportée  à  ses  deux 
foyers  ;  son  équation  sera 


Si  donc  on  prend  sur  FM  prolongé  {fig-  Sa)  une  quan- 
tité arbitraire  MH;  que  de  M  vers  F'  on  prenne  une  quan- 
tité égale  MK.;  qu'en  H  et  K  on  élève  des  perpendiculaires 
à  FM,  F'M,  et  qu'on  joigne  leur  point  de  rencontre  S  au 
point  M,    on  aura  la  tangente  à  l'ellipse.    II   est  évident 

Calcul  inf.D.—  ï.  8 
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qu'elle  partage  l'angle  HMF'  des  rayons  vecteurs  en  deux 

parties  égales. 

S'il  s'agissait  d'une  liyperbole,  on  aurait 

r'— r=2«,     k  =  ?i; 

on  devrait  done  alors  porter  an  delà  de  M  une  longueur 
MK'  =  Mli  et  élever  en  H  et  R'  des  perpendiculaires  aux 
rayons  vecteurs,  puis  joindre  leur  point  de  rencontre  S'  au 
point  donné  M,  et  l'on  aurait  la  tangente.  On  voit  qu'elle 
divise  l'angle  HMK'  en  deux  parties  égales. 

89.  Exemple  des  coordonnées  angulaires.  —  Considé- 
rons maintenant  le  système  des  coordonnées  où  un  point  M 
[fig-  33  )  est  déterminé  par  les  angles  «,  S,  que  les  droites 
menées  de  ce  point  à  deux  points  fixes  A,  B  foi'ment  avec 
AB,  et  prenons  l'équation  simple 


qui  représente  un  segment  capable  du  supplément  de  «,  et 
décrit  sur  la  corde  AB.  On  aura  alors 


et  l'on  devra  prendre   (n°  74)  deux  longueurs  MP,   MI 

„  MP         sina         MB  .  ,, 

telles,  que  ttt  ^^  — -^  =^  rfT'  et  construire  sur  elles  un  pa- 
rallélogramme MPSI;  la  diagonale  MS  sera  la  tangente. 
Or  les  deux  triangles  AMB,  MIS,  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels,  sont  semilables  ;  d'où  il 
suit  que  l'angle  ÏMS  est  égal  à  «,  et  que  MSI  ou  TMA  est 

La  taîigente  fait  donc  avec  chacun  des  côtés  MA,  MB 
un  angle  égal  à  celui  que  l'autre  fait  avec  la  base  AB,  comme 
cela  est  évident  par  la  mesure  des  angles. 

90    Spirale  d'Archimède.  —  Soient  OX  [fig.  34)  la 
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direction  à  partir  de  laquelle  on  compte  les  angles  9;  O  le 
pôle,  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  OM  =  /■,  et  a 
une  ligne  donnée  ;  l'équation  de  cette  courbe  est 


l'angle  OMT  de  la  tangente  avec  OM  est  donné  par  la  for- 
mule générale 

..     ^ 
langoi  =  ?hm-- 

Or,  d'après  l'équation  de  la  spirale,  on  a 

donc,  w  étant  OMT, 

taDgOMT  =  --— 0. 

Si  l'on  mène  la  normale  ]VIN  et  la  perpendiculaire  NOT 
àOM,  les  lignes  OT,  ON  sont,  dans  le  système  des  coor- 
données polaires,  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  :  dans 
le  cas  actuel,  on  aura 

OT  =  7-tangOMT7=7'e,     0N  =  -^  =  «. 

La  sous-normale  est  donc  constante,  ce  qui  donne  uiie  con- 
struction bien  simple  de  la  normale  et,  par  suite,  de  la 
tangente, 

Le  rayon  vecteur  OM  augmentant  indéfiniment  avec  6, 
et  ON  restant  constant,  l'angle  OMN  tend  vers  zéro  \  le 
rayon  vecteur  tend  donc  indéfiniment  à  être  perpendicu- 
laire à  la  tangente,  sans  le  devenir  jamais. 

Arcbimède,  au  lieu  de  la  sous-normale,  avait  chercbé  la 
sous-tangente  ;  il  avait  démontré  que  sa  longueur  était 
égale  à  l'arc  de  cercle  MR  décrit  de  O  comme  centre  avec 
OM  pour  rayon,  et  terminé  à  l'axe  OX,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  /'B,  comme  nous  l'avons  trouvé. 

8. 
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01 .  Spirale  logarithmique.  —  L'équation  de  cette  spi- 
rale est,  en  désignant  par  m  une  ligne  donnée,  par  a  un 
nombre  que  nous  supposerons  plus  grand  que  l'unité, 


En  considérant  les  valeurs  négatives  de  6  comme  devant 
Ctrc  portées  en  sens  contraire  des  positives,  on  a  une  infi- 
nité de  spires  convergeant  vers  le  point  A  {Jîg.  35],  qu'on 
nomme  pour  cela  asymplotiquc.  Les  valeurs  positives  de  6 
donnent  une  infinité  de  spires  qui  s'agrandissent  indéfi- 
niment. Pour  avoir  l'angle  AMT  de  la  tangente  avec  le 
rayon  vecteur  AM,  il  faut  elierclier  la  limite  du  rapport 
des  accroissements  k  et  h  de  ;•  et  6,  et  diviser  r  par  cette 

Or  on  a 


et  nous  avons  fait  voir  (n"  36)  que  la  limite  d'une  expres- 
sion de  la  forme »  lorsque  u  tend  vers  zéro,  est  r-^^-- 

u  ^  loge 

n  en  résulte  que  lim  — - — ■  .-=  — ^  =:  la,  en  désignant  par 
la  caractéristique  /  les  logtyithmes  pris  dans  la  base  de 
Méper;  et,  par  conséquent,  lim  j  =  jna" la. 
On  aura  donc 

tangAMT  —  - — ■ . 

Ainsi  tous  les  rayons  partant  de  A  sont  également  inclinés 
sur  la  spirale. 

Exemple  oà  l'on  n'emploie  pas  l' éi/uation  de  la  coui-lio. 

92.  Cjcloïde.  —  D'après  la  génération  de  cette  courbe, 
nous  avons  vu  (n"  37)  qu'il  fallait,  pour  en  avoir  un  point 
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(juelconque  M  (fig-  n),  prendre  à  partir  de  son  origine  A 
une  longueur  arbitraire  AT,  tracer  le  cercle  géiiûrateur 
tangent  en  T  à  l'axe  ÂB  et  prendre  l'arc  TM  égal  à  AT. 
Ces  deux  lignes  AT  et  TJM  constituent  bien  un  système  de 
coordonnées,  dans  le  sens  le  plus  général  du  mot,  et  l'équa- 
tion de  la  courbe  serait  TM  =  AT  ;  mais  les  équations  se- 
raient si  compliquées  en  l'employant  pour  d'autres  courbes 
que  nous  n'avons  pas  dû  le  considérer  dans  les  métbodes 
générales  exposées  précédemment. 

Nous  avons  vu  encore  que,  pour  passer  du  point  M  à  un 
autre  point  M',  il  suffisait  de  prendre  sur  le  cercle  TM  un 
arc  MI,  mener  par  I  une  parallèle  à  AB  et  prendre 
IM'=MI. 

Cela  posé,  menons  les  cordes  MI,  MM';  la  tangente  en 
M  à  la  cycloïde  sera  la  limite  de  la  direction  MM',  et  la 
limite  de  la  direction  MI  sera  la  tangente  au  cercle  TM. 
Mais,  dans  le  triangle  MIM',  le  rapport  des  sinus  des  angles 

en  M,  M'  est  celui  des  côtés  MI,  IM'  ou  -^r^  ;  et  la  limite 

'  'MI 

de  ce  dernier  ne  sera  pas  cbangée  si  l'on  remplace  la  corde 
MI  par  l'arc  de  cercle  sous-tendu,  dont  le  rapport  à  la 

corde  a  pour  limite  l'unité.  Mais  — ïiT  ^^  ^  ■  donc  la  limite 
du  rapport  des  sinus  do  M  et  M'est  i,  et  par  conséquent 
les  limites  des  sinus  sont  égales  ;  et  comme  l'angle  I  de  ce 
triangle  a  pour  limite  celui  de  la  tangente  en  M  au  cercle 
avec  MS,  il  en  résulte  que  les  limites  des  deux  angles  M,  M' 
sont  égales  à  la  moitié  du  supplément  de  ce  dernier,  ou 
à  l'angle  UMQ.  Donc  MU  est  la  tangente,  et  MT'  la  nor- 
male. 

93.  Conchoïde.  —  Supposons  que  d'un  point  donné  A 
[fig-  36)  on  mène  à  un  point  quelconque  M  d'une  courbe 
donnée  une  droile  sur  laquelle  on  porte  une  longueur  con- 
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staiite  MN,  on  formera  une  nouvelle  courbe  ;  on  propose  de 
lui  mener  la  tangente  NU  en  un  point  quelconque  N,  con- 
naissant la  tangente  MT  au  point  correspondant  M  do  la 
première. 

Soient  M',  W  deux  points  correspondants  des  deux 
courbes,  infiniment  voisins  de  M  et  N  ;  il  s'agit  d'avoir  la 
limite  de  la  direction  de  la  droite  ÏÏJV';  décrivons  de  A 
comme  centre  les  arcs  MH,  NR;  comme  M'N'  =  MN,  on 
aura  HM' =  KN'.  Dans  les  triangles  rectilignes  MM'H, 
ÏÏN'K,  les  angles  H,  K  ont'  pour  limites  des  angles  droits  ; 
l'angle  M'  a  pour  limite  TiVIA,  M'  a  pour  limite  UNA,  et 
c'est  ce  dernier  qu'il  faut  déterminer. 

Or  on  a 

sinK'  _  KK         sinM'  _  BIH  _ 
"silïF  "'  KN~  '      sinM  ~^  BM'  ' 
d'où 

S^  :  ^L  :  :  KK  :  mu  :  :  an  :  am, 


taiigUKA  :  taugTMA  :  :  AN  :  AM. 

Connaissant  taiigUNA,  on  construira  facilement  la  tan- 
gente JNU. 

Lorsque  la  courbe  donnée  se  réduit  à  une  ligne  droite 
XY)  la  seconde  devient  ce  qu'on  appelle  conclioïde,  ima- 
ginée par  Wicomède  pour  la  construction  du  problème  des 
deux  moyennes  proportionnelles.  Dans  ce  cas,  l'angle  TMA 

(Jig.  37)  est  XMA,  et  sa  tangente  est  ^jtjtît'  -AB  étant  per- 
pendiculaire sur  SY.  La  proportion  précédente  devient  alors 

tangUNA  ;  :^^  :  :  AN  ;  AM  :  :  AQ  :  AB  ; 
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Si  donc  on  prend  BE  =r.  AQ,  BME  sera  l'angle  clier- 
clié  Ui\A. 

94.  Cjssoïde.  —  Soient  AB  (fig-  38)  le  diamètre  d'un 
cercle  donné;  BU  sa  tangente  en  B  ;  AV  une  sécante  quel- 
conque partant  de  A;  M  son  point  de  rencontre  avec  le 
cercle.  Si  l'on  prend  VN  =  AM,  le  lieu  des  points  N  est  la 
cyssoïde  de  Diodes,  que  ce  géomètre  d'Alexandrie  imagina 
encore  pour  le  problème  des  deux  moyennes. 

Soit  la  sécante  infiniment  voisine  AM'N'V;  JSN'  sera 
la  sécante  à  la  cyssoïde,  et  sa  limite  sera  la  tangente  cher- 
chée. 

Décrivons  de  A  comme  centre  les  arcs  de  cercle  M'H, 
NI,  VK;  le  point,  en  passant  en  N',  se  sera  éloigné  de  A  de 
la  quantité  KV  -H  MH,  puisqu'on  porte,  à  partir  de  l'ex- 
trémité y,  qui  s'est  éloignée  de  la  quantité  de  KV,  une  lon- 
gneur  moindre  que  AM  de  MH. 

Dans  le  triangle  rectiligne  JMN'  l'angle  I  tend  vers  un 
angle  droit,  et  par  conséquent  les  deux  autres  N,  N'  vers 
des  limites  complémentaires-,  il  en  sera  de  même  dans  les 
triangles  MM'H,  NK'I,  en  H  et  K.  Or  on  a 
sinïï       IN' 


HM-hKV        HM        HM    M' Il 

MH    AM' 

IN         '       m        M' H      IN 

"Jii'H' AN 

KV       KV  K-V       KV    AV 

IN  ^  KV  ■  IN  ^  K.V  ■  AN  ' 

Considérons  maintenant  les  triangles  rectiligne  s  M  HM, 
K\' V,  et  représentons  leurs  angles  par  la  seule  lettre  du 
sommet;  on  aura 

HM  _  sinM'        KV  _  sinV 
îrH  ~  sinM  '      KV  "^  siuV  ' 
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Cela  posé,  désignons  par  w  la  limite  de  l'angle  W,  ou 
l'angle  de  la  tangente  de  la  cyssoïde  avec  son  rayon  vecteur 
AN,  et  par  $  l'angle  MAB;  nous  trouverons  immédiate- 
ment, en  passant  aux  limites, 

AM  AV  ,       (AM  +AV)  MB 


ce  c[ui  se  construira  facilement. 

95.  Quadratrice.  —  Soient  A  {fig.  Sg]  le  centre  d'un 
cercle,  CB  un  quadrant.  Supposons  un  rayon  qui  se  meuve 
uniformément  de  AB  en  AC,  et  une  ligne  qui  se  meuve  pa- 
rallèlement à  AB  d'un  mouvement  uniforme,  en  partant  do 
cette  première  position  en  môme  temps  que  le  rayon  mobile 
et  arrivant  en  m.ème  temps  que  lui  en  C  ;  les  intersections 
successives  de  ces  deux  lignes  mobiles  forment  un  Hou  qu'on 
nomme  la  quadratrice  :  elle  porte  le  nom  de  Dinostrate, 
soit  que  ce  géomètre  l'ait  imaginée,  soit  seulement  qu'il  l'ait 
appliquée  à  la  quadrature  du  cercle. 

Cela  posé,  proposons-nous  de  mener  la  tangente  en  un 
point  quelconque  M  de  cette  courbe.  Soit  M' un  point  infi- 
niment voisin  de  la  même  courbe  ;  il  s'agit  de  trouver  la 
limite  de  la  direction  MM',  ou  la  limite  de  l'angle  M'MP. 
Abaissons  M'I  perpendiculaire  sur  MP.  D'après  la  loi  du 
mouvement  angulaire  de  AN,  et  du  mouvement  de  trans- 
lation de  FM,  on  aura  la  proportion 

M' AJM  :  -  :  :  P'P  :  AC  :  :  M'i  :  AC. 

Or 

M'I  =  M'MsinM'MI, 
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M'I  AMsinM'MI 


ll'AM 


Prenons  les  limites  des  deux  membres.  On  pourra,  sans 
changer  celle  du  premier,  remplacer  le  sinus  par  l'angle, 
et,  d'après  la  première  proportion,  on  trouve  pour  résul- 


Désignons  par  w  la  limite  de   l'angle  M'MI,   celle  de 
AM'M  sera  PMN  —  m,  et  l'on  aura 


sin{PMN  — w)       ttAM 

Cette  équation  donne  immédiatement  la  valeur  de  tangu  ; 
mais  elle  fournit  aussi  une  construction  simple  de  la  tan- 
gente, puisque  cette  ligne  divise  l'angle  connu  PIMN  en 
deux  parties  dont  le  rapport  des  sinus  est  connu  et  égal  à 
celui  du  cercle  au  quart  de  sa  circonférence.  H  suffit  de 
déterminer  un  point  de  cet  angle  tel,  cpie  le  rapport  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  côtés 
de  l'angle  soit  celui  de  deux  lignes  données,  ce  qui  n'ofî'rc 
aucune  difficulté. 

La  solution  de  ce  problème  dépend,  comme  on  le  voit, 
du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  de  la  qua- 
drature du  cercle. 

Lorsque  le  rayon  AJV  a  décrit  un  angle  droit,  il  est  évi- 
dent que  le  point  M  se  trouve  en  C;  l'angle  PBIN  devient 
droit  et  l'équation  ci-dessus  devient 

tangM  =  =i 

ce  qui  donne  la  direction  de  la  tangente  en  C. 

Si  l'qn  voulait  connaître  la  position  de  M  au  jnomcnt  du 
départ,  où  les  deux  droites  mobiles  se  confondent  avec  AB, 
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il  i'audrait  chercher  la  limite  de  AM  quand  l'angle  NAE 
tendrait  vers  zéro.  Or  on  a,  pour  un  point  quelconque  du 
lieu,  eu  désignant  l'angle  NAB  par  0  et  AM  par  ;■, 

2AC      0 


La  limite  de  /■  est  donc  — 
en  S,  le  point  S  appartiendra  à  la  quadratrice. 

Exemples  de  la  détermination  des  points  d'une  courbe 
par  ses  tangentes. 

96.  l"'  Exemple.  —  On  donne  deux  points  fixes  B,  C 
[Jig.^o)  sur  deux  droites  indéfinies  AX,  AY.  Une  droite 
MN  se  meut  de  manière  que  l'on  ait  constamment  la  pro- 
portion BM  :  MA  :;  AN:  NC.  Trouver  la  courbe  à  laquelle 
elle  est  constamment  tangente. 

Pour  cela  on  cherchera  : 

i"  La  limite  du  point  de  rencontre  d'une  quelconque  de 
ces  droites  avec  les  droites  infiniment  voisines  ; 

a"  Le  lieu  de  ces  pointa  limites,  pour  toutes  les  positions 
deMN. 

i"  Soient 

AC  =  a,     AB  =  6,     AN  =  u,     AM  =  c; 

on  aura,  pour  toutes  les  positions  de  MN, 

6  — <■>■:;«:«  — /!,      d'où     a^~>rhu  =  ab, 

et  pour  la  position  M'N'  ou  aura 

a(i'  — M'M}  ■+-&(;<  -l-NN')=«6; 
d'où  résulte 


y  Google 


DES    QTIAMT1TÉ3    COSSIDÉlliES    COMME    LIMITES.  I  aS 

et  le  point  O',  limite  de  O,  sera  déterminé  par  la  limite  du 

MO 
rapport  —  . 

Si  par  M'  on  mène  une  droite  M'I  parallèle  à  AX,  la 

T     .      ,      10  ,  .   ,  ,        ,  „     ,     MO 

limite  de  -— :  sera  précisément  la  même  que  celle  de  t— ■  ou 

M0'_ 

O'N' 


;  et  l'on  aura  cette  suite  d'égalités 


10  _iiri_^r^  WW_u  h_ 

ON  "MM'  ~^WÛ'^m^^  V  'a'"' 


2°  Les  coordonnëes  ^,  y  du  point  0'  ainsi  déterminé 
satisferont  aux  proportions  suivantes  : 


Éliminant  w  et  c  entre  ces  deux  équations  et  la  première 
av  H-  iu  =  ab,  on  trouve  pour  équation  du  lieu 

ou 

ce  qui  détermine  une  parabole  tangente  en  B  et  C  aux  deux 
droites  AY,  AX. 

97.  n«  Exemple.  —  Une  droite  mobile  NN  coupe  deux 
droites  fixes  AX,  AYde  telle  sorte,  que  AM-j- AN  soït  égale 
à  une  constante  a.  Trouver  la  courbe  à  laquelle  elle  est 
constamment  tangente. 

Si  l'on  pose  AH"  =  u,  AM  =  t-,  la  condition  donnée  sera 
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csprimée  par  l'équation 


La  droite  MN  ost  donc  déterminée  par  une  équation  qui 
n  est  qu'un  cas  particulier  de  la  précédente,  et  correspond 

La  solution  de  la  question  proposée  s'obtiendra  donc  en 
faisant  h  z=  a  dans  celle  de  la  précédente,  ce  qui  donnera 

98.  III'  Exemple.  ■ —  La  droite  MN  [fig-  4i)  se  meut  de 
telle  sorte,  que  le  triangle  AMN,  qu'elle  détermine  par  ses 
intersections  avec  les  lignes  données  AX,  AY,  ait  une  aire 
constante;  on  demande  la  courbe  à  laquelle  elle  est  con- 
stamment tangente. 

Pour  cela,  il  faudra  d'abord  déterminer  la  limite  I  du 
point  où  cette  droite,  dans  une  quelconque  de  ses  positions, 
est  rencontrée  par  une  droite  qui  s'en  approche  indéfini- 
ment, en  satisfaisant  constamment  à  la  condition  de  l'aire 
invariable;  et  ce  point  I  étant  connu,  pour  luic  position 
quelconque  de  MN,  on  cherchera  le  lieu  de  ces  points 
pour  toutes  les  positions  de  cette  droite. 

ï"  Soit  O  l'intersection  de  la  droite  MN  par  une  autre 
infiniment  voisine  M' N  ' , 

Les  deux  triangles  MOM',  ]\0N'  seront  équivalents,  et 
conimc  ils  ont  l'angle  égal  0,  on  aura 

MO.M'O  — KO.K'O, 

et  passant  à  la  limite, 

Le  point  I  est  donc  le  milieu  de  MN. 

2°  Pour  avoir  le  lieu  des  points  I  relatifs  à  toutes  les  po- 
sitions que  prend  MN,  en  supposant  que  le  triangle  AMN 
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soit  constant,  ou  que  l'on  ait  AM.  AN  ~  m*,  soient  x.,  y 
les  coordonnées  de  I,  on  aura 

et  par  suite 

L(!  lien  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes 
AX,  AY. 

99.  IV'^  Exemple.  — Une  droite  ]\IN  {Jïg.42),  qui  aune 
longuetu-  constante  m,  se  meut  de  manière  que  ses  extré- 
mités restent  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  Y  AS;  on  de- 
mande la  courbe  à  laquelle  eUe  est  toujours  tangente. 

Soit  M'N'  une  position  infiniment  voisine  de  MN,  ces 
lignes  se  coupent  en  O,  et  il  s'agit  de  trouver  la  limite  I  de 
ce  point.  On  la  connaîtra  si  l'on  détermine  la  limite  du 

MO         .  IM 

rapport  ^  >  qui  ne  sera  autre  que  —  ■ 

Si  de  O,  comme  centre,  on  décrit  les  arcs  do  cercle 
M'H,  NK,  on  aura  MH  =KN',  puisque  M'N'  =  MN;  et 

comme  le  rapport  — —  a  évidemment  la  mÉiiie  limite  que 

——5  il  suffit  de  connaître  cette  dernière,  qui  est  la  même, 

d'après  les  triangles  semblables,  que  celle  du  rapport  des 
cordes  M'H,  NK,  Or  ce  dernier  est  facile  à  obtenir  au  moyen 
des  triangles  rectilignes  infiniment  petits  MM'H,  NN'K. 
Si  l'on  désigne  leurs  angles  par  la  lettre  du  sommet,  on 

M'H         sinM         NK        sinÏÏ' 
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Mais  les  angles  H  et  K  ayant  pour  limite  des  angles  droits, 
les  limites  des  angles  aigus  sont  complémentaires.  Ainsi 
la  limite  de  M'  est  le  complément  de  M;  d'ailleurs  la  li- 
mite de  N'  est  MNA  :  donc  la  limite  de  N  sera  complément 
de  MNA.  De  sorte  qu'en,  égalant  les  limites  des  rapports  de 
la  dernière  proportion,  on  aura 


M'H  _     tangM 

"  tang  MNA  ~ 


lim 1^  ■ =:  tana'M: 


Ceci  donne  une  construction  facile  du  point  I;  car  si  l'on 
abaisse  de  A  une  perpendiculaire  AP  sur  MN,  le  rapport 

des  deux  segments  KP,  PM  étant  — r  sera  égal  à  r—  et , 

AM  '■^^ 

par  conséquent,  NI  =;  MP  ;  le  point  P  détermine  donc  im- 
médiatement le  point  I  du  lieu  cherché. 

L'écpiation    précédente    donne ,    en   remarijuaut    cjue 
An'h-Am'=  m'etMI-i-ÏN  =  m, 


d'où  il  est  facile  de  déduire  les  coordonnées  x,  _/  du  point 
M,  car  on  a 

.7:  _MI         j  _WI^ 


et  l'on  aura  l'équation  entre  x^  j  en  éliminant  AM,  AN 
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entre  ces  deux  équations  et  la  suivante  AM  +  AN  ;=  m*. 
On  trouve  immédiatement 


qui  est  l'équation  du  lieu  demandé. 

dOO.  Hpeut  se  faire  que  les  considérations  géométriques 
soient  moins  commodes  que  le  calcul  algébrique,  et  voici  la 
marche  qu'il  faut  suivre  alors. 

L'équation  générale  des  droites  données  renferme  un  pa- 
ramètre qui  cliange  de  l'une  à  l'autre.  Soit  a  ce  paramétre; 
cette  équation  sera  donc  de  la  (orme 

F  et  y  désignant  des  l'onctions  connues. 

Changeant  n  en  «  H-  A,  on  aura  l'équation  d'une  droite 
voisine,  qui  sera 

l'abscisse  du  point  de  rencontre  sera  donc  donnée  par  i'é- 
quation  suivante  : 

.r[F(«  +  A)  -  F(«)] +/(« -1- A) -/(«)=:  o. 

n  faut  maintenant  faire  tendre  h  Vers  zéro  et  chercher  la 
limite  de  ^  ;  ce  sera  l'abscisse  du  point  cherché,  et  l'équa- 
tion de  la  droite  fera  connaître  par  suite  l'ordonnée. 

Mais  si  on  laissait  l'équation  sous  cette  forme,  elle  n'ap- 
prendrait rien  en  prenant  les  limites  de  ses  deux  membres, 
puisqu'on  ne  trouverait  autre  chose  que  o  ^^  o.  Le  plus 
ordinairement  il  est  facile  de  voir  les  réductions  qui  s'opè- 
rent par  les  soustractions  indiquées,  et  l'on  reconnaît  un 
facteur  commun  /*  à  tous  les  termes  ;  en  le  supprimant  et 
passant  aux  limites  des  deux  membres,  on  obtient  alors  la 
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valeur  limite  de  x\  mais  rien  n'est  plus  facile  que  de  for- 
muler le  résultat  en  général.  En  effet,  si  l'on  divise  par  h 
tous  les  fermes  de  la  dernière  équation,  et  qu'on  prenne 
ensuite  les  limites,  on  trouvera,  d'après  la  définition  et  la 
notation  des  dérivées  des  fonctions 

,.F'(«)+/'(«)  =  o. 

Cette  équation,  jointe  à  la  première jj-  =  xF[a)  +y(rt),^ 
détermine  les  deux  coordonnées  du  point  du  lieu,  et  l'équa- 
tion du  lieu  lui-même  résultera  de  l'élimination  de  a  entre 
ces  deux  équations.  Si,  pour  la  facilité  des  calculs,  on  ne 
réduisait  pas  à  l'unité  le  coefficient  de  jf,  on  aurait  trois 
fonctions  de  a  au  lieu  de  deux,  et  l'on  procéderait  d'une 
manière  tout  à  fait  semblable. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  traité  précédemment,  ou  les 
droites  mobiles  jouissent  de  la  propriété  de  déterminer  sur 
les  côtés  d'un  triangle  YAX  des  segments  dont  la  somme  soit 
égale  à  une  constante  a. 

Si  l'on  désigne  par  x  le  segment  de  l'axe  des  x,  l'autre 
sera  a  — -  a,  et  l'équation  générale  des  droites 

changeant  a  en  a -i- ft,  il  vient,  en  retranchant  les  deux 
équations  membre  à  membre, 

jh  —  a;7i  =  ah  ■ —  2ah  —  h\ 
ou,  en  divisant  par  /;, 


J- 


a  —  h. 


Cette  équation,  conjointement  avec  la  première,  déter- 
mine le  point  de  rencontre  qui  varie  avec  h.  On  aura  sa 
limite  en  supposant  h~o;  ce  qui  réduit  la  seconde  équa- 
tion à 
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et  l'on  voit  que  c'est  comme  si  l'on  avait  pris  les  dérivées 
par  rapport  à  a  dans  tons  les  termes  de  la  première. 

L'élimination  du  paramètre  a  entre  ces  deux  équations 
donne  l'équation  suivante  : 

qui  est  celle  du  lieu,  et  qui  coïncide  avec  celle  qui  a  été  trou- 
vée dans  le  second  exemple.  Nous  généraliserons  ces  tliéo- 
ries  par  la  suite;  nous  nous  écarterions  de  notre  objet  en 
nous  y  arrêtant  plus  longtemps. 
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CHAPITRE  XV. 

DE  LA  LONGUEUR  DES  LIGNES  COURBES,  ET  DE  L'AIRE 
DES  SURFACES  COURBES. 


101.  Longueur  des  courbes.- — ^  La  notion,  de  longueur  est 
une  do  celles  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de  définition; 
mais,  comme  nous  avons  déjà  eu  plusieurs  fois  occasion  do 
le  dire,  ce  qu'il  est  toujours  indispensable  de  définir,  c'est 
l'égalité  et  l'addition  des  quantités  que  l'on  considère,  sans 
quoi  elles  ne  pourraient  donner  lieu  à  aucune  comparaison 
ni  à  aucun  raisonnement  précis. 

L'égalité  en  Géométrie  se  définit  par  la  possibilité  de  la 
coïncidence.  Il  n'y  a  donc  aucune  difficulté  à  se  faire  idée 
de  droites  égales  ou  d'arcs  égaux  dans  des  cercles  de  même 
rayon.  L'addition  se  faisant  en  portant  les  lignes  à  la  suite 
les  unes  des  autres  dans  des  directions  arbitraires,  on  con- 
çoit ce  que  c'est  qu'une  ligne  brisée  double,  triple  d'une 
autre,  et  en  général  dans  un  rapport  quelconque  avec  une 
autre  ligne  droite  ou  brisée.  D  en  est  de  même  pour  les  arcs 
de  cercles  de  même  rayon,  comparés  entre  ens. 

Mais  quand  il  s'agit  de  lignes  courbes  quelconques,  l'éga- 
lité ne  peut  plus  exister,  la  superposition  étant  impossible; 
il  peut  tout  au  plus  y  avoir  équivalence.  Mais  qu'est-ce  que 
deux  arcs  équivalents  P  et  en  particulier  qu'est-ce  que  la 
longueur  d'un  arc  de  courbe  rapportée  à  une  ligne  droite? 
La  définition  générale  au  moyen  de  laquelle  la  notion  de 
longueur  est  ramenée  au  cas  de  la  ligne  droite  est  la  sui- 
vante : 

La  longueur  d'un  arc  de  courbe  est  la  limite  vers  la- 
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quelle  tend  le  périmètre  d'un  polygone  inscrit  dam  cet 
arc,  et  dont  les  côtés  tendent  indéfiniment  vers  zéro. 

Mais  il  faut  démontrer  que  cette  limite  existe  et  est  uni- 
que, quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de  ce 
polygone  tendent  vers  zéro.  Nous  pouvons  supposer  que 
l'arc  soit  convexe  dans  toute  son  étendue,  c'est-à-dire  ne 
paisse  être  coupé  par  une  droite  en  plus  de  deux  points. 
S'il  en  était  autrement,  on  le  partagerait  en  plusieurs  par- 
ties séparément  convexes  :  il  en  sera  de  même  des  polygones 
inscrits.  Cette  condition  n'est  nullement  indispensable, 
mais  elle  facilite  les  raisonnements. 

Cela  posé,  concevons  d'abord  qu'il  y  ait  deux  cordes  égales 
inscrites  dans  l'axe  convexe  que  l'on  considère  ;  puis  inscri- 
vons-en deux  égales  dans  chacune  des  deux  subdivisions  de 
cet  arc,  et  de  même  deux  égales  dans  chacune  des  nouvelles 
subdivisions,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  de  sorte  que  le 
nombre  des  côtés  soit  exprimé  par  la  formule  a",  n  crois- 
sant indéfiniment.  Le  périmètre  croîtra  constamment  et, 
comme  on  peut  facilement  assigner  une  quantité  finie  au- 
dessous  de  laquelle  il  reste  toujours,  il  tendra  évidemment 
vers  une  certaine  limite.  D  reste  à  démontrer  que  tout  autre 
mode  de  division  de  l'arc  conduirait  à  la  même  limite. 

Considérons,  en  effet,  deux  polygones  inscrits  ayant  les 
côtés  extrêmement  petits,  l'un  appartenant  à  la  série  que 
nous  venons  de  désigner,  et  le  second  correspondant  à  toute 
autre  loi  d'inscription;  menons  des  ordonnées  par  tous  les 
sommets  de  l'un  et  de  l'autre  :  les  deux  périmètres  seront 
partagés  par  ces  ordonnées  en  un  même  nombre  de  parties, 
et  celles  qui  seront  comprises  entre  deux  ordonnées  consé- 
cutives auront  un  rapport  d'autant  plus  près  de  l'unité  que 
les  côtés  seront  plus  petits;  car  leurs  directions  différeront 
infiniment  peu  de  celle  de  la  tangente  voisine.  D'où  il  suit 
que  le  rapport  des  deux  périmètres  tend  indéfiniment  vers 
l'unité  à  mesure  que  les  côtés  tendent  vers  zéro.  La  limite 
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otteiiue  par  le  premier  mode  de  division  est  donc  la  m.tme 
que  pour  tout  autre. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  trouverait  encore  la  même  li- 
mite si  les  sommets  du  polygone  n'étaient  pas  sur  la  courbe 
même,  mais  en  étaient  infiniment  voisins,  et  que  les  côté;; 
eussent  toujours  pour  limites  de  leurs  directions  celles  des 
tangentes  ans  points  infiniment  voisins.  On  pourrait  encore 
considérer  des  polygones  circonscrits  à  la  courbe;  ou  pour- 
rait même  prendre  une  suite  de  lignes  séparées  les  unes 
des  autres.  Imaginons,  par  exemple,  des  parallèles  qui  cou- 
pent l'are  de  courbe  et  soient  infiniment  voisines  les  unes 
des  autres  ;  si  par  cliatjuc  point  de  division  on  mène  une 
tangente,  la  suite  discontinue  des  portions  de  ces  tangentes 
comprises  entre  le  point  de  contact  et  la  parallèle  voisine 
aura,  d'après  les  raisonnements  précédents,  la  même  limite 
que  le  périmètre  inscrit.  Ce  procédé  a  été  employé  par 
Fermât.  On  trouverait  encore  bien  d'autres  manières  de 
parvenir  à  la  même  limite  par  des  sommes  de  lignes  droites; 
la  seule  condition  nécessaire  est  que  ces  sommes  et  les  péri- 
mètres inscrits  se  composent  d'éléments  correspondants 
dont  le  rapport  ait  l'unité  pour  limite. 

REMARQUE.  —  Tout  poljgone  circonscrit  à  un  aie  de 
courbe  convexe  est  plus  grand  que  cet  arc.  Car,  si  entre 
deux  points  de  contact  consécutifs  quelconques  on  mène 
une  tangente,  il  en  résultera  un  polygone  circonscrit  d'un 
périmètre  moindre  que  le  précédent.  En  agissant  de  même 
pour  ce  nouveau  polygone,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment, 
le  périmètre  de  ces  polygones  va  toujours  en  diminuant  et 
a  pour  limite  la  longueur  de  l'arc  ;  donc  cette  longueur  est 
moindre  que  celle  du  polygone  circonscrit  quelconque  d'où 
l'on  était  parti.  Un  raîsomicmcnt  analogue  prouve  que  la 
longueur  de  l'arc  est  plus  grande  que  celle  de  tout  polj- 
gone inscrit. 

Il  résulte  de  là  que  tout  arc  convexe  est  moindre  qu'une 
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ligne  (juelconque  qui  l'enveloppe,  en  partant  des  mêmes 
extrémités.  Il  suffit  en  effet  de  concevoir  un  polygone  cir- 
eonscrît  au  premier  arc  et  ayant  les  côtés  assez  petits  pour 
n'avoir  aucun  point  commun  avec  le  second  et  un  polygone 
inscrit  à  celui-ci  et  qui  enveloppe  le  premier.  Ce  dernier 
sera  moindre  que  celui  <jui  l'enveloppe,  comme  on  le  prouve 
dans  la  Géométrie  élémentaire;  donc,  à  plus  forte  raison, 
l'arc  inscrit  sera  moindre  que  l'arc  circonscrit  au  plus  grand 
polygone. 

On  verrait  de  la  même  manière  qu'une  courbe  convexe 
fermée  est  moindre  que  toute  ligne  qui  l'enveloppe. 

Voici  encore  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  utilité. 
Soient  AB  {Jîg-  43)  in  arc  convexe  quelconque,  AC  une 
droite  menée  de  l'extrémité  A  et  ayant  mÉme  projection 
AP  sur  une  ligne  AU.  Si  toutes  les  tangentes  de  A  en  B 
forment  avec  AU  des  angles  aigus  plus  petits  que  CAU,  la 
longueur  AC  sera  plus  grande  que  celle  de  l'arc  AB.  En 
eiîet,  si  l'on  conçoit  un  polygone  circonscrit  à  AB  et  dont 
les  points  de  contact  extrêmes  soient  A  et  B,  il  sera  plus 
grand  que  l'arc;  mais  il  sera  plus  petit  que  AC,  car,  si  par 
tous  les  sommets  on  mène  des  parallèles  à  PBC,  les  parties 
de  AC  comprises  entre  ces  parallèles  seront  plus  grandes 
que  les  côtés  correspondants  du  polygone,  qui  font  avec  AU 
des  angles  aigus  plus  petits  ;  la  ligne  AC  est  donc  plus  grande 
que  l'arc  AB. 

On  verrait  semblablement  que,  si  les  tangentes  en  tous  ler, 
points  de  A  en  B  font  avec  AU  des  angles  aigus  plus  grands 
que  CAU,  la  droite  AC  sera  plus  petite  que  l'arc  AB;  car 
on  pourrait  inscrire  dans  l'arc  un  polygone  dont  les  côtés 
auraient  des  directions  assez  voisines  de  celle  des  tangentes 
pour  que  leurs  angles  avec  AU  fussent  plus  grands  que 
CAU.  Ce  polygone  serait  alors  plus  grand  que  AC,  et,  à 
plus  forte  raison,  l'are  AB  le  serait  aussi. 
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102.  ^ire  des  surfaces  courbes.  —  Nous  appellerons  aire 
d'une  portion  de  surface  courbe  la  limite  vers  laquelle 
tend  celle  d'un  polyèdre  inscrit  dont  les  faces  sont  infini- 
ment petites  dans  tous  les  sens. 

Il  est  encore  nécessaire  de  démontrer  que  cette  limite 
existe  et  est  unique,  quelles  que  soient  la  figure  des  faces 
du  polyèdre  et  la  loi  do  leur  décroissement.  C'est  ce  que 
nous  allons  faire  rapidement. 

Pour  cela  il  faut  admettre  la  notion  du  plan  tangent  à 
une  surface.  On  démontre  dans  la  Géométrie  élémentaii-e 
que  toutes  les  tangentes  à  une  surface,  menées  par  un  quel- 
conquede  ses  points,  sont  dans  un  même  plan,  et,  par  suite, 
que  si  par  ce  point  et  deux  autres  infiniment  voisins  pris 
sur  la  surface  et  non  en  ligne  droite  avec  lui  on  fait  passer 
un  plan,  ce  plan  tend  vers  une  limite  déterminée,  à  me- 
sure que  les  deux  points  variables  se  rapprochent  du  pre- 
mier; ce  plan  limite,  qui  contient  deux  tangentes,  et  qui, 
par  conséquent,  ne  diffère  pas  de  celui  qui  est  le  lieu  de 
toutes  les  tangentes,  est  ce  qu'on  nomme  le  plan  tangent. 
Au  reste,  nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  sujet. 

Cela  posé,  concevons  deux  polyèdres  inscrits  dont  les 
faces  aient  des  dimensions  infiniment  petites,  l'un  faisant 
partie  d'une  première  série  de  faces  triangulaires,  l'autre 
d'une  série  arbitraire.  Si  par  tous  les  côtés  de  ces  deux  po- 
lyèdres on  abaisse  des  plans  perpendiculaires  sur  un  même 
plan  fixe,  les  faces  se  trouveront  décomposées  en  parties 
planes  ayant  des  projections  égales  sur  le  plan  fixe,  et  qui 
seront,  par  conséquent,  entre  elles  en  raison  inverse  des  co- 
sinus dos  angles  que  leurs  plans  ibrment  avec  le  plan  de 
projection.  Mais  ces  plans  font  un  très-petit  angle  entre 
eux,  puisqu'ils  ont  des  directions  très-voisines  de  celle  d'un 
même  plan  tangent,  et  la  limite  de  letu'  angle  est  zéro  ;  donc 
la  limite  du  rajiport  de  deux  parties  correspondantes  quel- 
conques des  deux  surfaces  polyédriques  est  l'unité  ;  donc,  si 
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l'une  des  surfaces  tend  vers  une  limite,  l'autre  tendra  vers 
la  même. 

103.  Les  mêmes  raisonnements  prouveraient  que  l'aire 
d'un  polyèdre  eirconscrit  dont  les  faces  ont  des  dimensions 
tendant  vers  zéro  a  la  même  limite  que  les  polyèdres  in- 
scrits. Et  il  n'est  pas  même  nécessaire  <ju'il  y  ait  continuité 
dans  sa  surface;  on  pourrait,  par  exemple,  concevoir  deux 
séries  de  plans  parallèles  infiniment  voisins  partageant  la 
surface  en  parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens,  puis, 
par  un  point  pris  dans  chacune  de  ces  parties,  mener  un 
plan  tangent  terminé  aux  quatre  plans  entre  lesquels  se 
trouve  le  point  de  contact.  La  surface  discontinue  formée 
par  l'ensemble  de  ces  parallélogrammes  tangents  aurait 
encore  la  même  limite  que  toutes  les  précédentes,  et  l'on 
pourrait  encore  varier  beaucoup  la  loi  de  ces  surfaces  sans 
cesser  de  trouver  pour  limite  l'aire  de  la  surface. 

Il  suffit  donc  de  démontrer  qu'au  moyen  de  l'un  de  ces 
procédés,  et  en  suivant  une  loi  particulière,  choisie  à  vo- 
lonté, on  tendrait  vers  une  limite  déterminée,  pour  qu'il 
soit  établi  que  tout  autre  procédé  et  toute  autre  loi  donne- 
raient la  même  limite.  Or  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  faire 

En  effet,  concevons  un  plan  tel,  qu'en  y  projetant  la  sur- 
face donnée  il  ne  se  trouve  pas  deux  de  ses  points  ayant 
même  projection,  ce  qui  est  toujours  possible  en  parta- 
geant, s'il  le  faut,  cette  surface  en  plusieurs  portions.  Sup- 
posons ensuite  une  série  de  plans  parallèles  entre  eus,  per- 
pendiculaires au  premier  et  distants  les  uns  des  autres  d'une 
cpiantité  infiniment  petite  a  ;  puis  une  seconde  série  de  plans 
parallèles,  distants  les  uns  des  autres  d'une  quantité  infini- 
ment petite  S,  perpendiculaires  au  premier  pian  de  projec- 
tion ainsi  qu'à  ceux  de  la  première  série.  La  surface  se  trou- 
vera décomposée  en  parties  dont  la  projection  sera  égale 
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H  «Ê  i  et  si  en  un  point  d'une  de  ces  parties  on  mène  le  plar^ 
tangent  et  qu'on  désigne  par  w  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan 
de  projection,  la  partie  de  ce  plan  comprise  entre  les  quatre 
plans  infiniment  voisins  qui  partent  de  la  base  «S  aura  pour 
mesure  — .  Elle  sera  donc  égale  au  volume  d'un  parallé- 
lépipède  qui  aurait  même  base  «6  et  pour  hauteur  -—  -  Si 

ne  à  chaque  point  de  la  surface  on  fait  correspondre  sur 
même  ligne  projetante  un  point  ayant  pour  ordonnée 

= )  on  engendrera  ainsi  une  seconde  surface  dont 

projection  sera  terminée  au  m6mc  contour.  Le  vo- 
ume  compris  entre  cette  surface  et  le  cylmdre,  qui  a  pour 
hase  sa  projection,  est,  comme  nous  l'avons  vu,  la  limite  de 
nme  des  parallélépipèdes  zaS,  dont  les  bases  aë  sont 
prises  dans  toute  l'étendue  de  la  base  du  cylindre  ;   ce  vo- 

ume  peut  donc  être  représenté  par  Km  £ »  cette  somme 

n'étant  autre  que  celle  qui  se  rapporte  aux  aires  des  paral- 
élogrammes  situés  dans  les  plans  tangents  à  la  siu'face. 
Donc  enfin  eeUe-ci  a  une  limite,  comme  nous  nous  propo- 
sions de  le  démontrer. 

La  définition  que  nous  avons  donnée  de  l'aire  des  sur- 
àces  courbes  est  donc  indépendante  de  toute  loi  d'inscrip- 
ionou  de  circonscription  des  faces  planes,  et  conduit  aune 
aleur  unique  et  déterminée,  exprimable  en  unités  de  sur- 
:aces  comme  les  surfaces  planes  elles-mêmes. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  trouverait  encore  la  même 
.imite  si,  au  lieu  de  s'assujettir  à  prendre  des  faces  planes, 
m  prenait  des  surfaces  courbes  variables  telles,  que,  pour 
points  situés  sur  une  même  ligne  perpendiculaire  au 
plan  fixe  de  projection,  les  plans  tangents  à  ces  surfaces  et 
à  la  proposée  fissent  entre  eux  des  angles  infiniment  petits  ; 
car  les  faces  planes  qu'on  circonscrirait  à  ces  surfaces  au- 
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raient  un  rapport  aussi  près  de  l'unité  qu'on,  voudrait  avec 
les  parties  de  ces  surfaces  et  de  la  proposée,  correspondant 
à  la  même  projection  sur  le  plan  fixe  :  on  trouverait  donc 
encore  la  même  limite  pour  leur  somme. 

Enfin  on  reconnaîtrait  d'une  manière  analogue  à  ce  qui 
a  été  fait  pour  les  courbes  que  toute  surface  convexe  est 
plus  petite  qu'une  surface  qui  l'enveloppe  de  toutes  parts, 
ou  qui  l'enveloppe  et  est  terminée  au  même  contour. 

Et  de  mêm.e  une  surface  courbe  est  moindre  qu'une  sur- 
face plane  ayant  même  projection  ortbogonale  sur  un  plan, 
et  faisant  avec  ce  plan  un  angle  aigu  plus  grand  que  tous 
ceux  que  font  avec  lui  les  plans  tangents  à  la  surface  en  tous 
ses  points.  L'inverse  aurait  lieu  si  tous  ces  derniers  angles 
étaient  au  contraire  plus  grands  que  le  premier. 

104.  Arcs  infiniment  petits.  — Un  arc  qui  tend  vers  zéro 
finit  généralement  par  être  constamment  convexe;  il  est 
donc  plus  petit  que  la  somme  des  tangentes  menées  à  ses 
extrémités  et  terminées  à  leur  point  de  rencontre  ;  d'ail- 
leurs il  est  plus  grand  que  sa  corde.  Si  donc  on  prouve  que 
le  rapport  de  cette  corde  à  la  somme  des  tangentes  a  pour 
limite  l'unité,  il  en  sera  de  même  à  plus  forte  raison  du  rap- 
port de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  dernières  quantités 
à  la  longueur  de  l'arc.  Or,  si  du  point  de  rencontre  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  corde,  le  rapport  de  cha- 
cun de  ses  segments  à  la  tangente  correspondante  étant  le 
cosinus  d'un  angle  infiniment  petit  a  pour  limite  l'unité. 
Il  en  est  donc  de  même  du  rapport  de  la  corde  entière  à  la 
somme  des  tangentes.  Donc  : 

On  peut  substituer  à  un  arc  infiniment  petit  d'une 
courbe  quelconque  sa  corde  ou  la  somme  des  tangentes 
à  ses  extrémités,  toutes  les  J'ois  que  cet  arc  est  un  terme 
d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  cherche  la  limite. 

On  peut  encore  substituer  à  l'arc  une  seule  tangente  à 
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une  de  ses  extrémités,  pourvu  qu'elle  soit  terminée  à  une 
droite  passant  par  l'autre  extrémité,  et  faisant  avec  la  tan- 
gente un  angle  fini  quelconque  :  car  cette  tangente  et  la 
corde,  étant  les  deux  côtés  d'un  triangle,  et  comprenant  un 
angle  qui  tend  vers  zéro,  sont  dans  le  rapport  des  sinus  de 
deux  angles  finis  qui  tendent  à  fitre  supplémentaires  ;  la  li- 
mite de  leur  rapport  est  donc  celui  de  deux  sinus  finis  égaux, 
c'est-à-dire  l'unité. 

105.  ^rcs  de  cycloïde .  — Don  nous  un  exemple  simple  de 
l'application  de  ces  principes,  et  proposons-nous  de  me- 
surer un  arc  de  cycloïde.  Nous  avons  vu  que  la  tangente  an 
point  M  [Jîg-  1 1)  est  MU;  soit  «  l'angle  qu'elle  fait  avec 
DA'  et  MK  =:J-  La  partie  de  tangente  comprise  entre  les 
deux  ordonnées  infiniment  voisines  MK,  M' K' sera  égale 
.    MH 


\/2a  'J-i.a.—y 

Pour  rentrer  dans  les  procédés  employés  précédemment, 
il  faut  introduire,  au  lieu  de  MH,  la  différence  àl'H  de 
deux _j' consécutifs.  Le  triangle  MM'H  donne 

MH  =  M'HîanglMM'H; 

et  comme  la  corde  MM'  fait  un  angle  infiniment  peli't  avec 
la  tangente,  l'angle  MM'H  ditTère  infiniment  peu  du  com- 
plément de  «,  et  îang  MM'H  de  cota.  Si  donc  on  remplace 
MH  par  M'H  cota,  on  ne  l'aura  altéré  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même  ;  il  en  sera  donc 

de  même  pour  ■ — - 1  et  la  limite  de  la  somme  ne  sera  pas 
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D'après  les  équations  ci-dessus,  on  aura 
,„„  M'H  \Jia-r 

M'Htota— —j^ -:> 

[ui,  divisée  par  cosa,  donne 


\'r 


et  l'arc,  pris,  par  exemple,  depuis  le  sommet  D,  sera  la  li- 
mite de  la  somme  des  expressions  de  cette  forme  dans  les- 
quelles j-  passera  par  degrés  infiniment  petits  M'H,  de  zéro 
à  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  1  arc  à  mesurer.  Supposons 
que  M  soit  cette  extrémité;  on  aura  doue 

DM  =  Uni  v'ï^  E  M' H  .y  ~  ^, 

et,  d'après  une  formule  déjà  plusieurs  fois  appliquée,  on 
aura,  en  désignant  par  b  l'ordonnée  de  l'extrémité  M, 

DM  =  2  v'3^  =  2MU. 

Lorsque  le  point  M  sera  en  A,  on  aura  MU  =  za,  et  par 
conséquent  AD  ~-.  ^a,  et  la  longueur  de  la  cycloïde  entière 
ADB  sera  Sa. 

106.  Surfaces  infiniment  petites.  —Si  l'on  considère  une 
surface  courbe  infiniment  petite  dans  tous  les  sens  et  que, 
par  tous  Ics.points  de  son  contour,  on  mène  des  lignes  per- 
pendiculaires à  un  même  plan,  il  vient  d'être  démontré  que 
l'aire  de  cette  portion  de  surface  est  moindre  que  celle  de  la 
portion  du  plan  tangent  faisant  le  plus  grand  angle  aigu  avec 
le  plan  de  projection,  et  plus  grande  que  celle  du  plan  tan- 
gent faisant  le  plus  petit  angle,  ces  portions  de  plan  étant 
déterminées  par  le  cylindre  projetant.  Or  ces  deux  aires 
planes,  étant  dans  le  rapport  inverse  des  cosinus  des  angles 
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que  les  deux  plans  tangents  forment  avec  le  plan  de  projec- 
tion, ont  pour  limite  de  leur  rapport  l'unité  ;  donc  on  peut 
prendre  l'une  ou  l'autre,  ou  toute  intermédiaire  au  lieu  de 
l'aire  de  la  surface  infiniment  petite,  pourvu  qu'elle  soit  un 
terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  cherclic  la 
limite. 

107.  application  à  une  surface  de  révolution.  —  On 
coopéra  cette  surface  par  des  plans  infiniment  voisins  per- 
pendiculaires à  l'axe,  et  à  chacune  des  parties  comprises 
entre  deux  plans  consécutifs  on  stibstiluera  la  surface  du 
tronc  de  cône  engendre  par  la  portion  de  tangente  à  la 
courbe  généfatrice,  comprise  entre  les  mêmes  plans  :  cette 
substitution  est  permise  d'après  les  principes  précédents, 
parce  que  les  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces,  aux  points 
ayant  mi^nie  projection,  font  toujours  entre  eux  des  angles 
infiniment  petits.  La  surface  &a  tronc  de  cône  est  le  produit 
du  cûté  par  la  circonférence  décrite  par  son  milieu  ;  mais  la 
limite  de  la  somme  ne  sera  pas  altérée  en  prenant,  au  Heu 
du  milieu,  le  point  de  contact  lui-même,  qui  en  est  infini- 

Si  donc  on  désigne  par  A  l'aire  cherchée,  par  jj'  l'ordon- 
née de  la  courbe  génératrice,  par  t  la  partie  de  la  tangente 
comprise  entre  deux  ordonnées   infiniment  voisines,   on 

A  r^  2i!  limSj  T, 

On  arriverait  à  ce  même  résultat  en  remarquant  que  la 
surface  comprise  entre  deux  plans  est  plus  grande  que  celle 
du  tronc  de  cène  décrit  par  la  corde  et  plus  petite  que  le 
tronc  de  cône  engendré  par  la  tangente,  augmenté  de  la  sur- 
face plane  engendrée  par  le  prolongement  de  l'ordonnée 
jusqu'à  la  tangente,  surface  qui  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  la  première. 

Prenons  pour  exemple  la  cycloïde  tournant  autour  de  la 
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tangente  DA'.  Nous  avons  trouvé  tout  à  l'heure  que  la  valeur 

,  .    .  .,,   .  -     ,     .  M'Hv^â^    . 

de  T  pouvait  être  considérée  comme  égale  a  —   ■  _  ■    i  a  une 

quantité  près  infiniment  petite  par  rapport  à  t  ;  done  on 
aura  dans  ce  cas,  en  partant  du  sommet  D, 

A  =  a7rlims  v'^</3'-M'H  =  — "^■-^^"-  —%'^J  ^2"/^ 


/  désignant  l'ordonnée  de  l'extrcmité  de  l'arc  générateur. 
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APPLICATIONS  MÉCANIQUES. 


JOS.  F^itesse.  —  Dans  un  mouvement  uniforme  on  ap- 
pelle vitesse  l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  temps,  ou  le 
rapport  d'un  espace  quelconque  au  temps  employé  à  le  par- 
courir. 

Dans  un  mouvement  varié  continu,  c'est-à-dire  tel,  que 
dans  aucun  intervalle  de  temps,  si  petit  qu'il  soit,  il  ne  soit 
uniforme^  on  aperçoit  facilement  qu'il  n'y  a  pas  lieu  à  con- 
sidérer utilement  ce  rapport;  mais  y  a-t-il  cependant  dans 
un  pareil  mouvement  quelque  chose  qui  ait  une  telle  ana- 
logie avec  la  vitesse  dans  le  mouvement  uniforme,  et  une 
telle  similitude  dans  la  manière  de  l'employer,  qu'il  soit 
convenable  de  lui  appliquer  la  même  dénomination  et  de 
généraliser  ainsi  le  sens  du  mot  vitesse? 

Considérons  un  point  qui  se  meuve  d'une  manière  quel- 
conque sur  une  courbe  donnée,  et  supposons  que  la  loi  de 
son  mouvement  soit  déterminée  par  la  fonction  F  (î)  qui, 
pour  une  valeur  quelconque  du  temps  t,  repi'ésentc  la  lon- 
gueur de  l'arc  AM  {Jîg.  44)  <]"»  sépare  le  point  M  où  le 
mobile  se  trouve  à  cette  époque  d'un  point  fixe  A  de  la 
courbe. 

Après  un  certain  temps  h,  il  sera  parvenu  en  un  autre 
point  IN",  et  le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  em- 
ployé, ou  —r- ,  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle 
cet  arc  a  été  décrit  ;  c'est-à-dire  ce  que  sera  celle  qu'il  fau- 
drait donner  au  mobile  pour  qu'il  parcourût  d'un  mouve- 
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ment  uniforme  le  même  espace  MN  dans  le  même  temps  h. 

Si  maintenant  on  suppose  que  h  diminue  indéHniment, 

,       .  MN 

la  vitesse  moyenne  -r-i  ou 


variera  en  même  temps  et  tendra  vers  une  certaine  limite 
qui  ne  sera  autre  chose  que  la  dérivée  de  F  (()  par  rapport 
à  t,  et  que  nous  appellerons  la  vitesse  du  mobile  au 
point  M. 

Ainsi,  dans  tout  mouvement  d'un  point,  on  appelle  vi- 
tesse à  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse  moyenne 
du  point  dans  un  intervalle  infiniment  petit,  à  partir  de  cet 


109.  Si  l'on  désigne  par  c  la  vitesse,  on  aura 

MN 

lini!^-  =  .:=:=F'(Oi 

d'où  il  suit  que  —p  difïère  do  \>  d'une  quantité  qui  tend  vers 
zéro    en  même  temps  que  h.  La  désignant  par  u,  on  aura 

MN  =  A(i'-l-  a)=:vh  ~ah. 

Donc,  toutes  les  fois  que  MN  devra  être  employé  comme 
terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme,  dont  on  n'ait  à  consi- 
dérer que  la  limite,  on  pourra  supprimer  le  terme  w/j,  qui 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  ciV,  et  prendre  vh  comme 
mesure  de  l'espace  MN  parcouru  dans  le  temps  h;  c'est-à- 
dire  que,  dans  tout  mouvement  varié,  l'espace  parcouru  est 
le  produit  de  la  vitesse  par  le  temps,  pourvu  que  ce  temps 
soit  infiniment  petit.  Ce  que  nous  avons  nommé  vitesse  joue 
donc  le  même  rôle  dans  le  mouvement  varié  que  ce  que 
l'on  avait  d'abord  appelé  vitesse  dans  le  mouvement  uni- 
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forme,  mais  à  la  condition  de  ne  considérer  que  des  espaces 

iniîniment  petits. 

Si  donc  on  avait  à  calculer  l'espace  parcouru  pendant  un 
temps  fini  par  un  point  motile  dont  on  connaîtrait  la  vi- 
tesse en  fonction  du  temps,  il  suffirait  de  chercher  la  limite 
de  la  somme  des  produits  des  intervalles  infiniment  petits 
dans  lesquels  on  décomposerait  ce  temps,  par  la  vitesse  po- 
sitive ou  négative  au  commencement  de  ces  intervalles  res- 
pectifs ;  car  ces  produits  ne  différeraient  des  espaces  réelle- 
ment parcourus  dans  les  intervalles  correspondants  que 
de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  ces  espaces 
mêmes. 

C'est  cette  identité  dans  l'emploi  de  la  -vitesse,  pourvu 
que  les  temps  soient  infiniment  petits,  qui  justifie  l'exten- 
sion donnée  au  sens  de  ce  mot,  et  non  pas  seulem.ent  le 
droit  que  l'on  a  en  général  de  fixer  arbitrairement  le  sens 
des  mots  que  l'on  introduit. 

HO.  accélération.  ~~  Pour  ne  pas  entrer  dans  des  dé- 
tails trop  spéciaux  de  Mécanique,  nous  nous  bornerons  ici 
à  considérer  le  mouvement  varié  rectiligne. 

Le  plus  simple  de  tous  les  mouvements  variés  est  celui 
où  la  vitesse  augmente  toujours  de  quantités  égales  dans  des 
intervalles  de  temps  égaux,  quels  qu'ils  soient.  Un  pareil 
mouvement  est  dit  uniformément  accéléré,  et  l'on  y  donne 
le  nom  spécial  d'accélération  à  l'accroissement  positif  ou 
négatif  de  la  vitesse  dans  l'unité  de  temps,  ou  au  rapport 
d'un  accroissement  quelconque  de  la  vitesse  au  temps  em- 
ployé à  le  produire. 

Considérons  maintenant  un  mouvement  rectiligne  varié, 
où  la  vitesse  v  est  représentée  par  une  fonction  quelconque 
ç  (()  du  temps.  Soient  h  un  accroissement  infiniment  petit 
donné  à  t;  A  l'accroissement  correspondant  de  v-  Concevons 
un  mouvement  uniformément  accéléré  tel,  que  dans  le 
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même  intervalle  de  temps  A  il  y  aurait  le  même  accroisse- 
ment de  vitesse  ft;  -sera  l'accélération  dans  ce  mouvement, 

ou  l'accélération  moyenne  dans  le  mouvement  réel  consi- 
déré pendant  l'intervalle  h.  La  limite  de  cette  accéléralion 

moyenne  y>  qui  est  la  dérivée  de  v  par  rapport  à  t,  est  ce 

que  l'on  nomme  Y  accélération  dans  le  mouvement  donné, 
à  l'instant  que  l'on  considère. 


m.  Cela  posé,  j  ayant  pour  limite  cf'((),  on  a,  en  dési- 
gnant par  M  une  quantité  inflniment  petite, 

d'où 

Donc  on  peut  remplacer  A  par  hi^' [t)  lorsque  k  est  un 
terme  d'un  l'apport  ou  d'une  somme  dont  on  considère  la 
limite  ;  et,  par  conséquent,  l'accroissement  k  de  la  vitesse 
s'obtiendra  comme  dans  le  mouvement  uniformément  accé- 
léré, en  multipliant  l'accélération  par  l'accroissement  du 
temps,  mais  à  la  condition  que  cet  accroissement  sera  infi- 
niment petit. 

On  voit  par  là  que  l'ace  roi  s  sèment  de  la  vitesse  dans  un 
temps  fini  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la  somme 
des  produits  des  pailjes  infiniment  petites  de  cet  intervalle 
par  les  accélérations  correspondantes.  C'est  ce  que  l'on  ex- 
prime quelquefois  en  disant  qu'un  mouvement  varié  quel- 
conque peut  être  considéré  comme  composé  d'une  infinité 
de  mouvements  uniformément  variés. 

Lorsque  nous  avons  calculé  au  contraire  l'accroissement 
de  l'espace  parcouru,  le  mouvement  était  considéré  comme 
composé  d'une  infinité  de   mouvements  uniformes.  II  eût 

Cale.  inf.  D.—  I.  lO 
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été  inutile,  dans  ce  cas,  de  pousser  l'approximation  plus 
loin  dans  les  éléments  infiniment  petits^  la  limite  de  la 
somme  aurait  été  absolument  la  même. 

112.  Poids  spécifique  et  densité  dans  les  substances  non 
homogènes.  —  On  appelle  poids  spécijîijue d'une  substance 
liomogène  son  poids  sous  l'unité  de  volume,  ou  le  rapport 
du  poids  d'un  volume  quelconque  à  ce  volume.  Supposons 
maintenant  une  substance  non  liomogène,  mais  dont  la  na- 
ture varie  d'une  manière  continue  ;  et  nous  ferons  consister 
cette  continuité  en  ce  que,  si  l'on  considère  dans  le  corps 
deux  volumes  infiniment  petits,  égaux  et  infiniment  voi- 
sins, le  rapport  du  poids  au  volume  variera  infiniment  peu 
de  l'un  à  l'autre.  Cela  posé,  nous  appellerons  poids  spéci- 
fique en  un  point  donné  d'un  corps  non  bomogène  la  li- 
mite du  rapport  du  poids  au  volume  d'une  partie  du  corps 
renfermant  ce  point,  et  dont  toutes  les  dimensions  tendent 
indéfiniment  vers  zéro.  Cette  limite  sera  une  fonction  des 
trois  coordonnées  du  point.  On  reconnaîtra  facilement,  par 
les  mêmes  considérations  que  dans  les  questions  précé- 
dentes, qu'un  volume  infiniment  petit  du  corps  aura  un  poids 
qui  ne  différera  que  d'iuie  quantité  infiniment  petite,  par 
rapport  à  lui-même,  du  produit  de  ce  volume  par  le  poids 
spécifique  relatif  à  l'un  quelconque  de  ses  points.  Cette 
quantité  pouvant  être  négligée  sans  erreur  dans  les  résul- 
tats des  questions  qui  ne  dépendent  que  des  limites  des 
sommes  ou  des  rapports,  il  s'ensuit  que  le  poids  spécifique, 
tel  que  nous  l'avons  défini,  joue  le  même  rôle,  dans  le  cas 
des  corps  non  liomogènes,  que  le  poids  spécifique  défini  d'a- 
bord dans  les  corps  bomogèncs  ;  seulement,  il  ne  faut  l'ap- 
pliquer qu'à  des  volumes  infiniment  petits  dans  tous  les 
sens. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  avoir  le  poids  total  du  corps,  il 
suffira  de  chcrcber  la  limite  de  la  somme  des  produits  des 


y  Google 


DES    QXlAîJTITÉS    COHSlDÉlltES    COMME    LIMITES,  l4j 

volumes  infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  dans  lesquels 
on  décomposera  le  volume  du  corps,  par  le  poids  spécifique 
de  la  substance,  en  un  point  quelconque  de  la  partie  corres- 
pondant respectivement  à  chacun  de  ces  éléments  de  vo- 
lume. 

En  substituant  dans  ce  qui  précède  les  masses  au  poids, 
il  faudra  substituer  au  poids  spécifique  la  densité,  et  toutes 
les  conséquences  précédentes  se  reproduiront  si  identique- 
ment, qu'il  est  inutile  de  s'y  arrêter, 

113.  Application  aux  centres  de  grawité  dos  corps  non 
homogènes.  —  On  suppose  donnée  la  fonction  des  coor- 
données qui  exprime  le  poids  spécifique  en  un  point  quel- 
conque. Il  suffira  donc  de  décomposer  le  corps  en  éléments 
infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  de  prendre  pour  poids 
de  cliacun  d'eux  le  produit  de  son  volume  par  le  poids  spé- 
cifique rapporté  à  l'un  quelconque  de  ses  points,  ou  à  tout 
autre  point  infiniment  voisin,  lequel  pourra  aussi  être  pris 
comme  s'il  était  le  centre  de  gravité  de  l'élément  lui-même. 
Il  résultera  de  là,  soit  dans  les  poids,  soit  dans  les  moments 
de  ces  éléments,  des  erreurs  infiniment  petites  par  rapport 
itux  poids  et  aux  moments  exacts,  et  par  conséquent  la  li- 
mite de  la  somme  des  poids  sera  le  poids  même  du  corps,  et 
la  limite  de  la  somme  des  moments,  par  rapport  à  un  plan 
quelconque,  sera  exactement  égale  au  moment  de  la  résul- 
tante, Les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  corps 
seront  donc  encore  déterminées  par  des  limites  de  sommes 
d'infiniment  petits.  Seulement  il  faut  remarquer  que,  dans 
le  cas  des  corps  homogènes,  notis  avons  pu  les  décomposer 
en  éléments  infiniment  petits  dans  deux  sens  seulement, 
tandis  que  les  corps  non  homogènes  doivent,  en  général, 
être  décomposés  en  éléments  infiniment  petits  dans  tous  les 
sens. 
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BEMARQUES  ET  THÉORÈMES  PROPRES  A  FACILITER  L'EMPLOI 
DES  INFINIMENT  PETITS. 


414.'.  Des  termes  que  l'onpeut  négliger  dans  les  équa- 
tions. — ■  Lorsque  les  deux  membres  d'une  équation  ont  des 
limites  finies,  et  que  ce  sont  ces  ]im.ites  que  l'on  a  à  consi- 
dérer, on  peut  évidemment  se  dispenser  de  tenir  compte 
des  termes  dont  la  limite  est  zéro,  quoîqu'en  les  supprimant 
l'équation  devienne  inexacte.  Comme  ou  ne  cherclic  quti 
l'équation  aux  limites,  et  qu'elle  n'est  pas  altérée  par  là,  les 
résultats  sont  exactement  les  mêmes,  et  l'on  s'est  débar- 
rassé quelquefois  d'une  multitude  de  termes  très-compli- 
qués. Amsi  toute  suppression  ou  altération  quelconque  qui 
n'a  d'autre  effet  que  de  faire  négliger  des  termes  infini- 
ment petits  dans  une  équation  finale  dont  les  deux  mem- 
bres ont  des  limites  finies  peut  être  faite  sans  aucune  er- 
reur dans  les  résultats. 

US.  Si  les  membres  d'tme  équation  avaient  des  limites 
égales  à  zéro,  et  se  composaient  d'infiniment  petits  de  dif- 
férents ordres,  par  exemple  du  premier  et  d'ordres  supé- 
rieurs, on  petit,  par  la  même  raison,  se  borner  à  écrire  les 
termes  du  premier  ordre.  En  effet,  une  équation  dont  les 
deux  membres  ont  pour  limite  zéro  n'est  pas  destinée  à 
rester  sous  celle  forme,  puisqu'elle  conduirait  à  l'égalité  in- 
signifiante o  =:  0.  On  conserve  souvent  cette  forme  pour  la 
commodité  de  l'écriture,  mais  on  doit  toujours  en  revenir 
aux  quantités  finies.  Si  c'est  en  divisant  les  deux  membres 
par  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  les  termes  d'or- 
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dre  supérieur  au  premier  conduiront  à  la  limite  zéro,  ceux 
du  premier  à  des  limites  finies,  et  l'on  se  retrouve  dans  le 
cas  précédent.  Si  cette  équation  est  employée  pour  donner 
l'expression  d'un  infiniment  petit  au  moyen  des  autres,  et 
que  cet  infiniment  petit  doive  être  un  terme  d'un  rapport 
ou  d'une  somme  dont  on  clierche  la  limite,  on  sait  qu'on 
peut  l'altérer,  sans  erreur  dans  les  résultats,  de  quantités 
infiniment  petites  par  rapport  à  lui-même.  On  a  donc  le 
droit  de  négliger,  dans  l'équation  d'où  l'on  tire  sa  valeur, 
tous  les  termes  d'un  ordre  supérieur  au  sien. 

Il  est  évident  que  dans  celle  même  équation  on  peut,  au 
Heu  des  facteurs  infiniment  petits  du  premier  ordre,  sub- 
stituer d'autres  quantités,  dont  le  rapport  avec  eux  ait  pour 
limite  l'unité,  ou  en  dîfTèrent  de  quantités  infiniment  pe- 
tites par  rapport  à  eux;  car  ce  n'est  qu'ajouter  ou  suppri- 
mer dans  les  membres  de  l'équation  des  termes  d'ordre  su- 
périeur au  premier. 

Ces  raisonnements  s'appliqnent  également  aux  équations 
dont  l'oi'dre  le  moins  élevé  est  supérieur  au  premier.  On 
peut  généralement  se  dispenser  d'écrire  ceux  d'un  ordre 
plus  élevé  que  le  moindre. 

Remaeque.  —  Il  y  a  cependant  une  attention  à  avoir  :  il 
peut  arriver  que  dans  une  équation  non  simplifiée  il  y  ait 
des  termes  du  premier  ordre  et  d'ordres  supérieurs,  et  qu'a- 
près avoir  exécuté  les  opérations  indiquées,  ceux  du  pre- 
mier ordre  se  détniîsent  entre  eux.  Dans  ce  cas,  si  l'on  a 
négligé  des  termes  du  second  ordre,  et  que  poui'  employer 
l'équation  résultante  on  divise  ses  deux  termes  par  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  afin  de  ne  pas  arriver  à  0  =  0, 
ou  que  l'on  tire  de  cette  équation  la  valeur  d'un  infiniment 
petit  du  second  ordre,  qui  doit  entrer  comme  terme  d'un 
rapport  ayant  une  limite  finie,  il  est  évident  que  les  résul- 
tats sont  inexacts,  puisque  les  termes  supprimés  y  auraient 
introduit  des  quantités  finies. 
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Si,  par  exemple,  on  avait  l'équation  suivante,  dans  la- 
quelle h  et  h  désignent  des  quantités  inûmment  petites  du 
premier  ordre, 

siii(.r  +  h)  —  sin,r  +  cos(j  -1--  /■)  —  cnsj 

-iX-sinj  — ;icos.c  +  A:^M-BA^-i-CA'— -  o, 

et  que  dans  les  calculs  précédents  on  eut  négligé  des  termes 
qui  en  auraient  amené  du  seeond  ordre  dans  celle-ci,  il  y 
aui-ait  erreur  dans  les  résultats  si  l'en  se  servait  de  cette 
équation  pour  en  tirer  la  valeur  de  h  ou  de  k  et  la  substi- 
tuer dans  une  autre.  Cela  tient  à  ce  que  non-seulement  les 
quantités  finies  disparaissent  de  l'équation,  mais  qu'il  en 
est  de  même  de  celles  du  premier  ordre,  et  que  par  consé- 
quent on  ne  peut  en  négliger  du  seeond. 
En  effet, 


.in(^ -;-;,) 

coslr  +  X)- 

donc 

sl.l(a:- 

h  i)  -  lin,.  - 

Mais,  puisque  sin  -  et  -  ont  pour  limite  de  leur  rapport 

l'unité,  leur  différence  est  infiniment  petite  par  rapport  à 
l'une  «quelconque  des  deux;  donc,  en  désignant  par  &>  une 
quantité  infiniment  petite,  on  a 

.    h       h 

sin-:- --I-«/i, 

et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  danslaïrigonomctrie  élémentaire, 

w  est  du    second  ordre;  de  plus,  cos  \x-\ — j    diffère  de 

cos^  d'une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre, 
d'après  le  théorème  général  {n"  79)  ;  en  la  désignant  par  a, 
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1  peut  poser 


Eu  en  reLraiichant  Acosx,  il  reste  donc  des  produits  de 
deux  ou  de  trois  iniinimetit  petits,  dont  le  plus  grand  est 
du  second  ordre,  11  en  serait  de  même  de  l'ensemble  des 
trois  termes 

ros{  j  H-  X)  —  cos  j  H-  -^siii  j. 

Le  premier  membre  de  réquation  pouvant  aînsî  être  con- 
sidéré comme  composé  de  termes  du  second  ordre  et  d'or- 
dres supérieurs,  si  l'on  néglige  des  termes  du  second  ordre, 
qu'on  divise  ensuite  par  h",  ou  par  tout  autre  infiniment 
petit  du  second  ordre,  et  qu'on  passe  aux  limites,  on  aura 
une  équation  fausse,  puisqu'il  manquera  des  termes  finis  ; 
et,  par  la  même  raison,  on  n'aurait  pu  l'employer  à  donner 
la  valeur  d'une  des  quantités  qui  y  entrent. 

Triangles  infiniment  petits. 

\\G.  1°  Supposons  un  triangle  ABC  dont  les  trois  angles 
tendent  vers  les  limites  «,  S,  y  et  les  trois  côtés  «,  é,  c  vers 
zéro.  Les  rapports  des  côtés  auront  pour  limites  les  rap- 
ports des  sinus  des  angles  «,  6,  y. 

Ainsi,  par  exemple,  on  a  les  équations  c 
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si  a  est  un  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  o 
cherche  la  Hmîte;  car  j  ayant  potir  limite  -r— -■  en  difièi 
d'une  quantité  infiniment  petite  co  et  I'oti  a 


Ainsi  en  prenant,  au  lieu  de  c 

glige  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  a,  ce  qui, 
dans  la  question  supposée,  ne  donnera  aucune  erreur  dans 
les  résultats. 

Or  il  y  a  souvent  beaucoup  d'avantages  à  introduire  ainsi 
les  angles  limites  aux  angles  variables,  comme  nous  le 
verrons  par  quelques  exemples. 

a°  Dans  un  triangle  ABC  dont  l'angle  A  tend  vers  un 
angle  droit  et  les  côtés  vers  ïéro,  on  peut  calculer  le  côté  c 
par  la  formule 

«'  =  6'  -i-  c% 

au  Heu  de  la  formule  exacte 


car  cosA   tend  vers  zéro  :  donc   aJccosA   est  infini 
petit  par  rapport  à  26c,  et,  à  plus  forte  raison,  par  rapport 
à  è'-i-  c',  qui  est  toujours  plus  grand  que  2&c. 

Ainsi  a^  diffère  de  b^-+-  c^  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite par  rapport  à  lui-môme;  ou  encore  =-.  -; — -  a  pour  li- 
mite l'unité. 

D'où  il  suit  que  ~7—  ■  -~  a  aussi  pour  limite  l'imité,  ainsi 
que  toutes  les  puissances  de  ce  rapport, 

On  pourra  donc  substituer  \Jfr  -+~c^  àa  toutes  les  fois  que 
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cette  quantité  sera  un  terme  d'un  rapport  ou  d'une 
dont  on  n'a  à  considérer  que  la  limite. 

117.  Ordre  injinitésimal de  diverses  lignes  qu'on  a  sou- 
vent à  considérer  dans  un  triangle  rectangle  infiniment 
petit. 

Soient  A  {fig.  4^)  l'angle  droit  du  triangle  ABC,  dont 
le  côté  AB  ou  c  est  iniinîmeiit  petit  du  premier  ordre,  ainsi 
que  l'angle  B;  AI  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  l'iiy- 


et  comme  sînB  et  tangB  sont  du  même  ordre  que  B,  puisque 
leur  rapport  à  B  a  une  limite  non-seulement  finie,  mais  en- 
core égale  à  l'unité,  il  en  résulte  que  AC  et  AI  sont  infini- 
ment petits  du  second  ordre,  et  IC  du  troisième. 

Calculons  maintenant  la  différence  de  l'hypoténuse  au 
côté  adjacent  à  l'angle  infiniment  petit, 


et  comme  sin  —est  du  premier  ordre,  ainsi  que  c,  il  s  en- 
suit que  BC  —  BA  est  du  troisième  ordre. 

Le  segment  CI  étant  aussi  du  troisième,  on  peut  se  proposer 
de  trouver  la  limite  de  son  rapport  à  BC  — BA.  D'après  les 

siii'B 


fiarmulcs  précédentes  ,  ce  rapport    a  poui 


mais  la  limite  ne  sera  pas  changée  en  substituant  à  chacun 
de  ces  sinus  l'arc  correspondant  dont  le  rapport  à  ce  sinus 
est  l'unité;  ou  trouve  ainsi  2  pour  limite  de  ■■■    ■  ''  ■      ;    de 
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sorte  que,  si  l'on  décrit  de  B  comme  centre  l'arc  AH,  ~-  tend 
indéfiniment  vers  -5  et  le  point  H  peut  être  regardé  comme 

le  milieu  de  CI,  à  une  quantité  près  infiniment  petite  par 
rapport  à  CI.  On  peut  donc  regarder  CI  comme  double  de 
ladiirérenceBC  — BA. 

Mais  si  l'angle  A  n'était  pas  droit,  ou  ne  tendait  pas  vers 
un  angle  droit,  IH  serait  infiniment  petit  par  rapport  à  CI, 
qui  pourrait  par  conséquent  être  pris  pour  la  dilïerence 
BC  —  BA. 

il8.  Triangle  infiniment  petit  ayant  un  côté  infiniment, 
petit  par  rapport  à  un  autre.  —  SoitBC  {fig-  4^)^  infini- 
ment petit  par  rapport  à  AB  ;  en  abaissant  BI  perpendicu- 
laire sur  AC,  -—g  ou  sinA  sera  plus  petit  que  —   qui,  par 

hypotbèse,  est  infiniment  petit;  il  en  sera  donc  de  même  de 
sinA,  et,  par  suite,  de  l'angle  A. 

Quant  au  rAppoi^-T^?  il  a  nécessairement  pour  limite 
l'unité,  puisque  la  dilTérencc  de  ses  deux  termes  est  moindre 
que  le  troisième  côté  BC,  et  que,  par  hypothèse,  ce  dernier 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  l'un  d'eux. 

CoEOLLAmE.  —  L'angle  CAB  ayant  pour  limite  ze'ro,  il 
s'ensuit  que  si  l'un  de  ses  côtés  tend  vers  une  direction  li- 
mite, soit  que  A  reste  fixe,  soit  qu'il  se  déplace,  l'autre  aura 
pour  limite  la  même  direction. 

Et  plus  généralement,  si  par  un  mouvement  quelconque 
deux  points  A  et  B  {fig.  4^)  se  rapprochent  indéfiniment 
l'un  de  l'autre,  de  manière  que  la  direction  AB  tende  à  être 
parallèle  à  une  certaine  droite  fixe  ;  que  l'on  considère  deux 
points  A',  B',  dont  les  distances  respectives  à  A  et  B  soient 
infiniment  petites  par  rapport  à  AB,  la  direction  A'E'  ten- 
dra vers  la  môjne  limite  que  AB.  En  ellct,  il  a  été  prouvé 
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que  i'aiigie  IS'AB  a  pour  limite  zéro,  puisque  — — -  est  infi- 
uiment  petit;  que  de  plus  —  a  pour  limite  l'unité.  De  là 

résulte  que -T^  est  infiniment  petit,  puisque,  par  hypo- 
thèse,—-- l'est;  donc  l'angle  A'B'A  est   îufinimenl  petit; 

donc  enfin  les  droites  A'B',  AB  font  entre  elles  un  angle 
dont  la  limite  est  zéro,  et,  par  conséquent,  leurs  directions 
ont  ia  mÈme  limite.  Cette  proposition  a  des  applications 
asse^  fréquentes. 

119.  Triangle  ayant  deux  angles  infiniment  petits  du 
premier  ordre.  —  Soient  A  et  B  [fig-  4^)  les  deux  angles 
infiniment  petits;  abaissons  CI  perpendiculaire  sur  AB,  et 
clierchons  d'abord  quelle  serait  la  limite  de  la  position  du 
point  Cj  qui  est  la  môme  évidemment  que  celle  du  point  I, 
ngles  ten- 


si  on  laissait  AB  in 
draient  vers  zéro. 

variable,  pendant  que  les 

Or  on  a 

AI        tangE 
IB^fmgA' 

lim  —  —  lim  —-'°—  —  Hin  — 
B  tangA  A 

Si  donc  on  connaît  la  limite  du  rapport  des  deux  angles  in- 
finiment petits  du  même  ordre,  on  aura  la  limite  du  som- 
met C,  en  partageant  AB  en  raison  inverse  des  angles  en  A 
etB. 

Supposons  maintenant  que  le  coté  AB  soit  lui-même  infi- 
niment petit  du  premier  ordre,  et  proposons -nous  d'évaluer 
la  différence  entra  sa  longueur  et  la  somme  des  deux  autres 
côtés. 
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aAIsin'-  2BIsm=- 

AC  —  AI  = —7-^      et     BC  —  BI  =      ^^^^^  -^ , 

et  la  somme  de  ces  deux  différences  est  !a  diflëreiice  cher- 
chée. Mais  chacune  d'elles  est  un  infiniment  petit  du  troi- 
sième ordre  au  moins,  puistjue  AI  et  BI  sont  moindres  que 

AB  qui  est  du  premier  ordre,  et  que  sin^  —et  sin'-  sonldu 

second  ordre.  On  peut  même  dire  qu'elles  sont  précisément 
du  troisième  ordre  toutes  deux,  dans  le  cas  supposé  où  A  et 
B  sont  du  même  ordre  ;  car  alors  les  deux  segments  AI  et  Ili 
sont  dans  un  rapport  fini  avec  AB,  et  sont  par  conséquent 
du  premier  ordre.  Il  résulte  de  là  que  la  différence  entre 
AB  et  AC  -I-  CB  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre 
au  moins. 

Ou,  en  d'autres  termes,  cette  différence  est  du  même 
ordre  que  le  cube  de  l'arc. 

L'ordre  de  cette  différence  s'élèverait  si  les  angles  étaient 
d'un  ordre  plus  élevé  que  le  côté;  il  s'abaisserait  dans  If; 
cas  contraire. 

120.  Triangle  ayant  un  angle  infiniment  petit  du 
premier  ordre,  compris  entre  deux  côtés  infiniment  petits 
du  premier  ordre.  —  Soit  A  {fig.  49)  l'angle  donné;  la 
somme  des  deux  autres  a  pour  limite  deux  droits.  On  peut 
maintenant  faire  plusieurs  suppositions  sur  les  deux  côtés 
donnés. 

Si  la  limite  finie  de  leur  rapport  est  différente  de  l'unité, 
la  sonune  des  deux  angles  opposés  ayant  pour  limite  deux 
droits,  l'un  de  ces  angles  tendra  nécessairement  vers  zéro, 
l'autre  vers  deux  droits  5  car,  sans  cela,  le  rapport  limite  de 
leurs  sinus  serait  nécessairement  l'unité,  contrairement  à  la 
supposition. 
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Supposons  mainteuant  que  la  limite  de  leur  rapport  sôit 
l'unité.  ïl  peut  alors  se  présenter  trois  cas. 

I  "Sileur  différence  est  du  second  ordre,  prenons  AB'z=  AB; 
B'C  sera  du  second  ordre.  Mais  BB'  est  du  second  ordre  à 

cause  du  triangle  isoscèle  ABB' qui  donne  BB'  ■=  aABsin-', 
ainsi  BG  sera  du  second  ordre,  et  le  rapport  — — -  a  une  li- 
mite finie  quelconque.  Or  l'angle  B'  tend  vers  un  angle  droit; 
donc  l'angle  B'BC,  et  par  suite  C,  aune  limite  finie  qui 
peut  ôtre  quelconque  et  dépend  du  rapport  deCB'  à  BB'. 

a"  Supposons  que  leur  différence  soit  d'un  ordre  compris 
entre  i  et  2.  Alors  BB'  étant  du  second  ordre,  B'C  d'un 
ordre  moindre,  et  BC  le  plus  grand  côté  du  triangle  BB'C, 
comme  opposé  à  l'angle  obtus  B,  il  s'ensuit  d'abord  que  BC 
est  du  même  ordre  que  B'C,  et  même  que  leur  rapporta 
pour  limite  l'unité,  puisque  leur  différence,  étant  moindre 
que  BB',  qui  est  du  second  ordre,  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  ces  lignes  mêmes.  De  plus  le  rapport  -Trayant 

zéro  pour  limite,  l'angle  C  tendra  vers  zéro,  et,  par  suite, 
l'angle  ABC  vers  deux  droits. 

3"  Soit  la  différence  d'un  ordre  supérieur  à  a ,  Alors  ^^  a 

pour  limite  zéro  ;  donc  l'angle  B'BC  a  pour  limite  zéro,  et 
l'angle  ABC  a  la  même  limite  que  ABB',  ou  lui  droit  :  il  en 
est  de  même  par  suite  de  l'angle  C. 

Si  l'angle  A  était  d'un  ordre  quelconque  m  au  lieu  d'être 
du  premier  comme  les  côtés,  il  faudrait,  dans  ce  qui  pré- 
cède, substituer  i-i-m  k  2. 

Remauqiie.  ~  Il  est  bon  de  remarquer  que  dans  ces  trois 
cas,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  le  rapport  des  deux 
côtés  donnés  a  pow  limite  l'unité,  le  troisième  est  infini- 
ment petit  par  rapport  aux  deux  autres,  quel  que  soit  m. 
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COOBBUBE  DES  ARCS  DE  COURBES  PLANRS  QUELCONQUES, 
ET  DIVERSES  PROPOSITIONS  QU!  S'Y  RAPPORTENT. 


121.  La  courbure  d'un  arc  convexe  est  l'angle  que  for- 
ment entre  elles  les  directions  du  premier  et  du  dernier  élé- 
ment de  cet  arc;  c'est  l'angle  des  tangentes  extrêmes:  U 
exprime  la  quantité  dont  la  courbe  a  successivement  dévié 
de  la  ligne  droite  dans  l'étendue  de  cet  arc.  Si  cet  angle  va- 
riait proportionnellement  à  l'arc,  on  aurait  la  courbure, 
pour  une  unité  de  longueur,  en  divisant  celle  d'un  arc  quel- 
conque par  la  longueur  de  cet  arc. 

Mais  dans  une  courbe  quelconque,  si  l'on  divise  cet  angle 
par  la  longueur  de  l'arc,  on  aura  seulement  la  courbure 
moyenne  de  cet  arc,  rapportée  à  l'unité  de  longueur,  c  est- 
à-dire  celle  que  l'on  trouverait  pour  un  arc  égal  à  l'unité, 
si  la  courbure  variait  proportionnellement  à  l'arc,  comme 
dans  le  cercle,  et  de  manière  à  obtenir  la  courbure  donnée 
pour  une  longueur  égale  à  celle  de  l'arc  dont  il  s'agit. 

Cela  posé,  si,  à  partir  d'un  point  quelconque  d'une  ligne 
courbe,  on  prend  un  arc  de  grandeur  arbitraire,  sa  cour- 
bure moyenne  variera  à  mesure  que  cet  arc  diminuera  indé- 
finiment; et  elle  tendra  vers  une  limite  déterminée,  qu'on 
appelle  courbure  de  la  ligne  au  point  que  l'on  considère. 
Cette  limite  est,  poiu"  employer  le  langage  reçu  dans  le  cal- 
cul infinitésimal,  la  courbure  d'un  arc  infiniment  petit, 
par  rapport  à  l'miité  de  longueur,  cet  ai'C  commençant  au 
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point  que  l'on  considère.  C'est  une  notion  importante  dans 
l'étendue  approfondie  de  la  constitution  d'une  courbe. 

122.  Si  l'on  considère  l'inclinaison  ç  de  la  tangente  sur 
un  axe  fixe,  comme  une  fonction  de  l'arc  s  pris  à  partir  d'un 
point  fixe  quelconque  de  la  courbe,  la  courbure  m  d'un  arc  /i 
n'est  autre  chose  que  l'accroissement  de  la  fonction  i^  cor- 
respondant à  l'accroissement  h  de  l'arc  j  ;  on  a  donc 


M  étant  une  quantité  finie  dépendant  de  la  valeur  de  s  rela- 
tive à  la  première  extrémité  de  l'arc,  et  de  sa  longueur  h. 

Si  donc  dans  les  deux  membres  on  changeait  s  uns  -\-  k,^ 
et  qu'on  désignât  par  Wi  l'accroissement  correspondant  de  w, 
on  aurait 

61,  —  M,AÀ,. 

Si  //,  r..  A,  on  a 

et  il  en  serait  de  même  pour  les  accroissements  d'ordre  plus 
élevé,  comme  nous  l'avons  vu  en  général  pour  toutes  les 
fonctions  (n^SS). 

123.  Dans  un  cercle,  la  courbure  d'un  arc  quelconque 
s'obtiendrait  en  multipliant  celle  d'un  arc  égal  à  l'iuiité  par 
la  longueur  de  l'arc  donné.  Dans  une  courbe  quelconque, 
il  n'en  sera  plus  ainsi  évidemment  ;  mais  si  l'on  ne  considère 
qu'un  arc  infiniment  petit,  le  produit  de  la  courbure,  en 
une  de  ses  extrémités,  par  sa  longueur,  en  donnera  la  cour- 
bure à  une  quantité  près,  infiniment  petite  par  rapport  à 
eUe,  puisque  le  rapport  de  la  courbure  exacte  de  cet  arc  à 
l'arc  même  ne  diifère  que  d'une  quantité  infiniment  petite 
de  la  limite  que  nous  appelons  courbure  en  un  point;  de 
sorte  que,  si  cette  courbui'C  d'un  arc  infiniment  petit  ne  doit 
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litre  coTisidérce  que  comme  clément  d'une  somme  dont  on 
cherche  la  limite,  il  n'y  aura  aucune  erreur  dans  le  résultat; 
et,  par  conséquent,  dans  la  recherclie  de  la  courbure  d'un 
arc  fini  d'une  courbe  quelconque,  on  peut  agir  de  la  même 
manière  que  si  c'était  un  cercle, pourvu  qu'onpartagecet  arc 
en  parties  infiniment  petites,  et  que  pour  chacune  d'elles 
on  prenne  pour  courbure  de  l'unité  de  longueur  la  cour- 
bure en  un  quelconque  de  ses  points. 

124.  Le  cercle  ayant  une  courbure  constante,  il  est  na- 
turel de  le  prendre  pour  terme  de  comparaison,  et  de  faire 
connaître  la  courbure  d'une  ligne  en  un  de  ses  points,  en 
donnant  le  rayon  du  cercle  dont  la  courbure  est  la  m6me. 
Ce  cercle  se  nomme  cercle  de  courbure,  et  son  rayon,  riyora 
de  cowbure.  Si  on  le  place  tangentiellement  à  la  courbe  au 
point  que  l'on  considère,  en  tournant  sa  concavité  du  même 
côté  qu'elle,  son  centre,  considéré  relativement  à  ce  point 
de  la  courbe,  prend  le  nom  de  centre  de  courbure. 

La  courbure  d'un  cercle  en  uu  de  ses  points,  ou  la  cour- 
bure d'un  arc  de  ce  cercle  égal  à  l'unité,  étant  le  rapport  de 
l'angle  de  ses  tangentes  extrêmes  ou  de  ses  normales  ex- 
trêmes à  la  longueur  même  de  cet  arc,  sera  égale  à  l'unité 
divisée  par  le  rayon  du  cercle,  puisque  nous  appelons  angle 
le  rapport  de  l'arc  au  rayon.  Il  s'ensuit  donc  que  la  cour- 
bure d'une  ligne  quelconque,  en  un  de  ses  points,  est  égale 
à  V unité  divisée  par  le  rayon  do  courhuro  en  ce  point. 

125.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  de 
rencontre  de  deux  normales  infiniment  voisines.  — Soient, 
en  ellet,  M  { Jîg.  5o)  un  point  quelconque  d'une  courbe, 
MT  la  tangente,  M'N  la  tangente  au  point  infiniment  voi- 
sin M',  O  le  point  de  rencontre  des  normales  en  M,  M'.  Les 
quatre  points  M,  N,  M',  0  seront  sur  un  cercle  ayant  pour 
diamètre  KO,  dont  la  limite  est  la  même  que  celle  de  MO 
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TNM'.  Donc        r;''.,  =  ~,  l'arc  MNM'  étant  celui  du 
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OU  M'O.  L'are  de  ce  cercle  compris  entre  M  et  M' diffère 
de  sa  corde  et,  par  suite,  de  l'arc  MM'  de  la  courbe, 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même  ; 
on  pourra  donc  le  remplacer  par  ce  dernier,  sans  qu'il  en 
résulte  aucune  erreur  dans  les  limites  des  rapports. 

Mais  l'angle  inscrit  MOM'  est  égal  à  l'arc  de  cercle  in- 
tercepté divisé  par  le   diamètre  :  il  est  d'ailleurs  égal  à 

TNM'  

■cMHM'  ~'KÔ' 
cercle.  Le  remplaçant  par  l'arc  MM'  de  la  courbe,  on  aura, 
en  passant  aux  limites, 

..     TWM'  _       1      _       I 
"^  MM'  ^limNO^limMO' 

Mais  lim  -  ,  .,-?  étant  la  courbure  en  M,  est  é^ale  à  l'unité 

MM'  '  ° 

divisée  par  le  rayon  de  courbure. 

On  voit  donc  que  la  limite  de  MO  est  égale  au  rayon  de 
courbure;  et  le  centre  de  courbure  en  un  point  quelconque 
est  la  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  ce 
point  Ufec  la  normale  infiniment  voisine. 

126.  Les  courbures  des  deux  moitiés  d'un  arc  infiniment 
petit  du  premier  ordre  ne  peuvent  différer  que  d'un  infi- 
niment petit  du  second.  —  Car  si  h  désigne  la  longueur 
de  cet  arc  et  w',  m"  les  courbures  des  deux  moitiés,  on 
aura 


M  étant  unequanLité  finie.  Mais  w  "  n'étant  autre  chose  que 
la  valeur  que  prend  m'  quand  on  change,  dans  M,  s  en 


!  on  aura,  par  ce  qui  précède. 
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M'  étant  une  quantité  finie.  On  voit  donc  que  les  courbures 
des  deux  moitiés  d'un  arc  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
ne  peuvent  différer  que  d'un  infiniment  petit  du  second 
ordre. 

127,  La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa 
corde  est  du  même  ordre  que  le  cube  de  l'arc.  — ■  En  effet, 
l'arc  étant  compris  entre  la  corde  et  la  somme  des  tangentes 
extrêmes  diffère  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  quaii- 
tilés,  moins  qu'elles  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre. 

Or  les  angles  de  la  corde  avec  chacune  dos  tangentes 
étant  moindres  que  celui  des  tangentes  entre  elles,  lequel 
est  du  même  ordre  que  l'arc,  sont  au  moins  de  cet  ordre  in- 
finitésimal. On  a  donc  un  triangle  dont  un  côté  est  infini- 
ment petit,  et  les  angles  adjacents  sont  du  même  ordre  au 
moins  que  ce  côté;  d'où  il  suit  (n"  ■119)  que  la  différence 
de  ce  côté  à  la  somme  des  deux  autres  est  au  moins  du  même 
ordre  que  le  cube  du  côté,  ou  de  l'arc  qui  est  du  même  ordre 
que  le  côté.  Il  en  est  donc  ainsi,  à  plus  forte  raison,  de  la 
différence  de  l'arc  à  la  corde  ou  à  la  somme  des  tangentes. 
Ces  différences  seront  du  troisième  ordre  si  l'arc  est  du 
premier. 

128.  La  différence  d'un  arc  infiniment  petit  à  la  tan- 
gente menée  à  l'une  des  extrémités  de  l'arc  et  terminée  à 
l'ordonnée  menée  par  l'autre  est  de  l'ordre  du  carré  de 
l'arc. 

Soient  l'arc  MM'  [fig-  5i),  MT  sa  tangente  terminée  à 
l'ordonnée  P'M';  il  s'agit  d'évaluer  l'ordre  infinitésimal  de 
la  diftërence  entre  MT  et  cet  arc. 

Remarquons  d'abord  en  général  que  la  portion  M'T  de 
l'ordonnée  est  du  second  ordre;  car  on  a  la  proportion 

M'T       sinM        „   ,  ,  MM'sinM 
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Mais  nous  avons  vu  que  l'angle  M  est  au  moins  du  même 
ordre  que  l'arc  ou  la  corde  MM',  et  siuT  est  fini;  donc  la 
partie  M'T  d'une  sécante  quelconque  faisant  un  angle  fini 
avec  la  tangente  est  de  l'ordre  du  carré  de  MM'  ou  de 
l'arc  proposé. 

Si  maintenant  on  abaisse  M'I  perpendiculaire  sur  MT, 
MI  diflërera  de  l'iiypotéiiuse  MM'  d'un  infiniment  petit  de 
l'ordre  du  cube  de  MM'  au  moins  (n"  117);  de  plus  IT  est 
de  l'ordre  du  carré  de  MM',  puisqu'on  n. 

IT:-:M'TCÛST, 

et  IT,  étant  la  diff'érence  de  MT  à  MI,  est  la  difiërence  de 
MT  à  l'arc  MM',  en  négligeant  un  infiniment  petit  de  l'ordre 
du  cube  de  MM';  d'où  il  suit,  comme  nous  l'avons  annoncé, 
que  cette  dernière  différence  est  de  l'ordre  du  carré  de  l'are. 
Elle  sera  donc  du  second  ordre  si  l'on  prend  l'arc  du  pre- 
mier. 

11  en  serait  de  m&me  pour  la  tangente  menée  au  point  M' 
et  terminée  à  l'ordonnée  MP.  L'une  de  ces  tangentes  est 
plus  grande  que  l'arc,  l'autre  plus  petite. 

129.  Remauque.  — ■  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède 
que  les  longueurs  des  deux  normales  en  M,  M',  terminées 
à  leur  point  de  rencontre  O,  diffèrent  d'une  quantité  qui  est 
au  moins  du  second  ordre;  car  cette  différence  est  la  partie 
d'une  de  ces  normales  comprise  entre  le  point  M'  et  le 
cercle  décrit  de  O  comme  centre  avec  OM  pour  rayon.  Or,  ce 
cercle  étant  tangent  à  la  courbe  en  M,  il  suffit  d'applîijuer 
la  proposition  qui  vient  d'Être  démontrée  sur  M'T.  La  diffé- 
rence des  normales  est  donc  au  moins  du  second  ordre. 
Nous  pourrions  pousser  l'appréciation  plus  loin. 

On  peut  tirer  de  là  une  conclusion  qui  a  quelquefois  de 
l'utilité  dans  les  problèmes  de  Géométrie  :   c'est  qu'une 
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courbe  dont  les  norniEiles  passent  toutes  par  un  même  point 
est  nécessairement  un  cercle.  En  effet,  en  partageant  un 
arc  fini  de  la  courbe  en  parties  infiniment  petites  du  pre- 
mier ordre,  les  accroissements  successifs  des  normales, 
comptées  à  partir  du  point  constant  de  leur  rencontre,  se- 
ront du  second  ordre,  et  la  limite  du  rapport  de  la  somme 
de  ces  accroissements  à  la  somme  des  arcs  sera  zéro.  Donc 
l'accroissement  total  de  la  normale  est  nul,  et  tous  les  points 
du  lieu  sont  également  distants  du  point  fixe.  Ce  lieu  est 
donc  un  cercle,  dont  le  point  fixe  est  le  centre. 

130.  Considérons  im  arc  infiniment  petit  «,  appartenant 
à  une  courbe  quelconque,  dont  les  arcs  pris  à  partir  d'une 
origine  fixe  sont  désignés  par  s  ;  partageons-le  en  parties 
égales  a,  infiniment  petites  du  second  ordre,  si  a  est  re- 
gardé comme  du  premier-,  ce  qui  veut  dire  que  —  tend 

vers  une  limite  finie,  lorsque  a  tend  vers  zéro.  Désignons 
par  w  la  courbure  d'un  quelconque  de  ces  arcs  a,  on  aura 

(n"  122] 


M  désignant  une  quantité  finie. 

Comparons  maintenant  les  valeurs  extrêmes  o',  to"  de  o). 
Pour  avoir  w',  il  faudra,  dans  M,  mettre  pour  s  la  valeur 
correspondant  à  la  première  extrémité;  pour  avoir  w",  il 
faudra  changer  *  en* -H  A,  h  n'étant  autre  chose  que  a ^ — a, 
et  par  conséquent  du  premier  ordre.  M  croîtra  donc  d'une 
quantité  du  premier  ordre,  que  l'on  pourra  désigner  par 
Ml  a.  M,  restant  fini  ;  d'où  il  suit 


Ainsi  la  différence  des  coiu-èures  des  arcs  extréin 
sit  du  troisième  ordre. 
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131.  Expression  de  la  perpendiculaire  abaissée  d  une 
extrémité  d' un  arc  infiniment  petit  sur  la  tangente  menée 
à  l'autre  extrémité. 

Soient  OB  [fig-  Sa)  la  tangente  à  rextrémité  O  de  l'arc 
OA  ^=  a  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  AB  la  per- 
pendiculaire, dont  nous  allons  cliercher  l'expression  en 
fonction  de  la  longueur  a  de  l'arc  et  de  sa  courbure  ii,  en 
nous  assujettissant  à  ne  négliger  que  les  iniinimenl  petits  du 
troisième  ordre.  Pour  cela  nous  décomposerons  a  en  par- 
ties égales  CL  infiniment  petites  du  second  ordre,  dont  le 
nombre  m.  croîtra  indéfiniment  à  mesure  que  a  tendra  vers 
zéro, 

La  relation 

donne 


de  sorte  que  —  est  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et 

am,  ou  ^  est  une  quantité  finie. 

Cela  posé,  soit  MN  un  quelconque  des  arcs  a  qui  com- 
posent OA,  et  correspondant  à  OM^^na;  formons  le 
triangle  MNI  au  moyen  de  la  corde  MIN',  de  la  parallèle  MI 
à  OB  et  de  la  perpendiculaire  M  ;  AB  sera  la  somme  des  m 
valeurs  que  prendra  ffll  quand  n  prendra  les  m  valeurs  o,  i , 
2,...,  (m — -i);e'est-à-dire  que  l'on  aura 

AB  — SMNsmKMÏ, 

cette  somme  se  rapportant  aux  m,  arcs  égaux  qui  composent 
OA.  Kemarquons  d'abord  que  si,  dans  l'expression  générale 
de  l'élément  MN  sinNMI,  on  considère  un  terme  infini- 
ment petit  de  l'ordre  p,  il  foui'uira  dans  la  somme  un 
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terme  de  l'ordre  p  —  i .  En  effet,  on  peut  le  représenter 


par  Xa'',  k  étant  une  quantité  finie  variatlo.  La  somme  des 
m  valeurs  qu'il  prend  est  égale  à  la  somme  des  facteurs 
al'  multipliée  par  une  m.oyenne  ki  entre  les  premiers  fae- 
teurs  k,  c'est-à-dire  à  mA[  aP  :  ee  qui  est  évidemment  de 
l'ordre  p  —  i,  puisque  ma  est  une  quantité  finie.  Procédons 
maintenant  au  calcul  de  la  somme  en  question,  en  négli- 
geant dans  sa  valeur  totale  les  quantités  inûnlment  petites 
du  troisième  ordre. 

Nous  voyons  d'abord  qu'à  ce  degré  d'approximation  nous 
pouvons  substituer  l'arc  a  à  sa  corde  MN,  car  leur  diffé- 
rence est  de  l'ordre  de  «°,  c'est-à-dire  du  sixième,  puisque 
c.  est  du  second  ;  et  comme  l'angle  NMI  est  moindre  que 
l'angle  ç  que  la  tangente  en  M  fait  avec  OB,  augmenté  de  la 
courbure  û>  de  MK  et  à  plus  forte  raison  moindre  que  £î 
qui  est  du  premier  ordre,  on  voit  qu'en  prenant  a  au  lieu 
de  la  corde  MN,  on  néglige  dans  l'expression  générale  de  NI 
une  quantité  du  septième  ordre,  au  moins.  Or,  d'après  la 
remarque  précédente,  elle  ne  pourra  donner  dans  la  somme 
qu'une  quantité  du  sixième  ordre  ;  on  peut  donc  la  négliger 
au  degré  d'approximation  que  nous  nous  sonjmes  proposé, 
et  prendre  pour  valeur  de  AB  l'expression 

Easinmil. 

On  peut  encore  la  simplifier  en  remplaçant  sinNMI  par 
l'angle  NMI;  car,  leur  différence  étant  du  troisième  ordre, 
son  produit  par  a  sera  du  cinquième,  ce  qui  ne  produirait 
sur  AB  qu'une  erreur  du  quatrième.  Donc  nous  pouvons 
prendre  pour  NI  l'expression  plus  simple 

«NMI. 

Et  même  nous  pouvons  remplacer  NMI  par  cp  dont  il  diffère 
d'un  angle  moindre  que  la  courbure  de  MN,  qui  est  du  se- 
cond ordre;  car  nous  négligeons  ainsi  dans  «NMIunequan- 
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tîté  du  quatrième  ordre  qai  ne  pourrait  aflecier  AB  que 
d'une  erreur  du  troisième  ordre,  que  nous  devons  négliger. 
Ainsi,  au  degré  d'approximation  demandé,  nous  pouvons 
prendre 

Il  faut  maintenant  exprimer  ç  au  moyen  de  l'arc  OM  =  h  « , 
afin  de  pouvoir  elïectuer  cette  sommation. 

Cet  angle  (f  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  cour- 
hures  M  des  «premiers  arcs  «;  et  si  elles  étaient  toutes 
égales  à  la  courhure  w'  du  premier,  (p  serait  égale  à  jiw';  or 
il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  les  considérer  ainsi,  au  degré 
d'approximation  demandé. 

En  effet,  d'après  le  n°  130,  une  quelconque  des  diffé- 
rences M  —  w'  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 
Ainsi  la  différence  de  ç  à  «w' est  égale  à  ra  quantités  du  troi- 
sième ordre,  et  peut  se  mettre  sous  la  forme  Ana^,  A  clant 
fini;  or  cette  quantité  est  moindre  que  Ama',  qui  est  du  se- 
cond ordre,  puisque  maestiini;  donc  Ano"  est  au  moins  du 
second  ordre.  En  prenant  donc  ç  =  nm',  l'erreur  est  du  se- 
cond ordre,  et  fa  est  en  erreur  d'une  quantité  du  quatrième, 
qui  ne  produira  sur  la  somme  S(f«  qu'une  erreur  du  troi- 
sième, que  nous  devons  négliger.  Wous  pouvons  donc  nous 
]Dorner  à  la  valeur  beaucoup  plus  simple 

AB=2««u'.— W2«; 

mais  n  passant  par  toutes  les  valeurs  de  o  à  ?»  —  i,  on  a 


,),'•- 


1  peut  substituer  ma  m^i,  vu  qu'il  n'en  résulte 
ii  qu'une  erreur  du  troisième  ordre  :  et  par  les  mêmes 
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s  que  précédemment,  mw'  ne  diffère  de  la 
courbures  to  des  m  arcs  a  que  d'une  quantité  du  second 
ordre.  Substituant  cette  somme  ii  à  mw',  il  n'en  résultera 
donc  sur  AB  qu'nne  erreur  du  troisième  ordre  et,  au  degré 
d'approximation  demandé,  on  aura  enfin 

ce  qui  donne  le  tliéorcme  suivant  : 

La  perpendiculaire  abaissée  d' une  extrémité  d' un  arc 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  sur  la  tangente  menée 
à  l'autre  extrémité,  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de 
l'arc  par  sa  courbure,  à  un  infiniment  petit  près  du  troi- 
sième ordre. 

\  32.  L'angle  formé  par  la  corde  d'un  arc  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  avec  la  tangente  au  milieu  de  cet 
arc,  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Soient  AA'  cet  arc,  O  son  milieu,  et  B'OB  la  tangente  -,  la 
corde  AA'  fait  avec  BB'  un  angle  dont  le  sinus  est  égal  à  la 
différence  des  perpendiculaires  AB,  A'B',  divisée  par  la 
corde.  Soientîi,  il' les  courbures  des  deux  moitiés  OA,  OA', 
on  aura,  d'après  le  numéro  précédent,  en  désignant  par  2rt 
la  longueur  de  l'arc  AA', 

an                  a'  a 
AB  =  — ,      A'B'  =  . ■; 

et,  par  suite, 

AB  — A'B'  =  {-'i  — 0')^. 

Or  nous  avons  vu  (n"  122)  que  la  différence  des  courbures 
de  deux  arcs  égaux  consécutifs,  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  est  du  second;  donc  ii  —  Q'  est  du  second  ordre  et, 
par  suite,  la  différence  AB  —  A'B'  est  du  troisième  :  son 
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rapport  AA'  est  donc  du  second.  Ainsi  le  sinus  de  l'angle 
de  AB  avec  la  tangente  au  milieu  O  de  l'arc  sous-tendu  est 
du  second  ordre;  et  par  conséquent  aussi  cet  angle  lui- 
même  est  infiniment  petit  du  second  ordre,  comme  nous 
l'avions  annoncé. 

133.  Remarques  DIVERSES.  ^  Les  perpendiculaires  AB, 
A'B'  étant  du  second  ordre,  celle  qu'on  abaisserait  du  mi- 
lieu I  de  AA'  serait  aussi  du  second;  il  en  serait  de  même 
évidemment  de  la  perpendiculaire  élevée  de  I  sur  AA'  et  ter- 
minée à  BB',  ou  à  la  courte,  et  encore  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  AA'. 

Remarquons  encore  que  dans  le  triangle  rectangle  OAB, 
le  côte  OB  et  l'angle  O  étant  du  premier  ordre,  la  différence 
de  l'hypoténuse  OA  à  OB  sera  du  troisième  ordre.  Donc 
aussi  la  différence  de  l'arc  OA  AOB  sera  du  troisième 
ordre. 

Si  l'on  avait  en  O  [fig-  53}  une  seconde  courbe  tan- 
gente à  la  première  et  ayant  même  courbure  en  ce  point,  et 
que  l'on  prît  un  arc  OA,  =  OA,  la  perpendiculaire  Ai  B, 
serait,  au  troisième  ordre  près,  égale  à  -4^5  ii,  étant  Ja 
courbure  de  l'arc  OAi,  dont  le  rapport  à  ii  a  l'unité  pour 
limite  par  liypothèse.  Donc  la  limite  du  rapport  -^  e.stl'u- 
nité,  et,  par  conséquent,  la  différence  de  AjBi  à  AB  est  in- 
finiment petite  par  rapport  à  AB,  et,  par  conséquent,  d'un 
ordre  supérieur  au  second. 

De  plus,  on  voit  que  BBi  sera  au  moins  du  troisième 
ordi'C,  puisque  c'est  Ja  différence  de  OB  et  OB,  qui  diiièrent 
des  arcs  égaux  OA,  OAi  de  quantités  du  troisième  ordre.  H 
en  résulte  que  AA,  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  dont  un 
côté  est  d'un  ordre  supérieur  au  second,  et  l'autre  au  moins 
du  troisième,  et,  par  conséquent,  AAj  est  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second. 
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II  est  encore  important  de  remarquer  quo  la  longueur 
d'une  corde  AS  comprise  entre  deux  courbes  ayant  même 
courbure  en  O,  et  dont  la  direction  limite  fait  un  angle  fini 
avec  la  tangente  commune  en  0,  est  d'un  ordre  supérieur 
au  second.  Car  on  a 


et  comme  sinS  reste  fini,  AS  est  au  moins  du  môme  ordre 
C[ue  AA, . 

Ainsi,  par  exem.p]c,  si  l'on  considère  le  cercle  de  cour- 
bure d'une  courbe  quelconque,  qu'à  partir  du  point  de  con- 
tact on  prenne  un  arc  iniîniment  petit  du  premier  ordre,  et 
que  de  son  extrémité  on  mène  une  sécante  faisant  un  angle 
fini  avec  la  tangente,  la  partie  comprise  entre  les  deux 
courbes  sera  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

134.  Si  l'on  mène  une  tangente  parallèle  à  la  eorde  AA', 
l'arc  MT  {Jîg-  53),  compris  entre  son  point  de  contact  T  et 
le  milieu  M  de  l'arc,  ayant  pour  courbure  l'angle  de  ses  tan- 
gentes extrêmes,  qui  est  le  même  que  celui  de  la  corde  et 
delà  tangente  an  milieu,  sera  infiniment  petit  du  second 
ordre,  comme  ce  dernier;  d'où  il  résulte  cette  proposition  ; 

L'arc  compris  entre  le  milieu  d'unarc  infiniment  petit 
du  premier  ordre  et  le  point  de  contact  de  la  tangente 
parallèle  à  la  corde  de  cet  arc  est  infiniment  petit  du  se- 
cond  ordre. 

Si  sur  le  milieu  I  de  la  corde  AA'  {fig.  54  )  on  élève  une 
perpendiculaire,  elle  rencontre  l'arc  en  un  point  P,  égale- 
ment distant  de  A  et  A'.  Or  chacune  des  cordes  égales  AP, 
A'P  ne  différant  de  l'arc  qu'elle  sous-tend  que  d'un  infini- 
ment petit  du  troisième  ordre,  les  deux  arcs  AP,  A'P  ne 
peuvent  avoir  entre  eux  qu'une  différence  du  même  ordre. 
Mais  cette  diiférence  est  le  double  de  PM,  puisque  M  est  le 
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milieu  de  l'arc  entier  ;  donc  MP  est  infiniment  petit  du 
troisième  ordre. 

Ainsi  : 

MT  est  infimm.ent  petit  du  second  ordre; 

MP  est  du  troisième; 

et,  par  suite,  TP  est  du  second. 

135.  Si  l'on  joint  le  point  I  aux  points  M,  T,  et  qu'on 
mène  les  cordes  PM,  TP,  la  première  sera  du  troisième 
ordre  et  la  seconde  du  second,  comme  leurs  arcs  respec- 
tifs. 

Or  nous  avons  yu  que  IP  est  du  second  ;  donc  l'angle 
PIM  est  infiniment  petit  (n"  H8).  Mais  dans  le  triangle 
TIP  les  côtés  TP,  PI  étant  du  même  ordre,  le  rapport  des 
sinus  des  angles  opposés  a  une  limite  finie,  et,  par  con- 
sé{juent,  ces  deux  sinus  ont  des  limites  finies  ou  tendent 
tous  deux  vers  zéro.  Or  ce  dernier  cas  ne  peut  arriver  :  car 
il  faudrait  pour  cela  que  le  troisième  angle  en  P  tendît 
vers  deux  droits  ou  vers  zéro,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  la 
direction  TP  est  infiniment  voisine  de  celle  de  la  tan- 
gente en  M,  et,  par  conséquent  de  celle  de  AA',  à  laquelle 
IP  est  perpendiculaire;  donc  l'angle  TIP  a  une  limite 
finie. 

Ainsi,  en  joignant  le  milieu  de  la  corde  au  milieu  de 
l'arc  et  au  point  oii  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde, 
on  a  deux  directions,  dont  la  première  a  une  limite  per- 
pendiculaire à  la  corde,  et  la  seconde  oblique. 

136.  Les  angles  formés  par  les  tangentes  aux  extrémi- 
tés d'un  arc  infiniment  petit  avec  sa  corde  peuvent  être 
regardés  comme  égaux  et  les  tangentes  comme  égales,  .en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Soient  AA'  {fig-  55)  un  arc  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre;  AV,  A'V  ses  tangentes  extrêmes,  dont  l'angle 
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extérieur  V  mesure  la  courbure  de  l'arc  AA'.  La  tangente 
menée  au  milieu  M  de  cet  arc  fait  avec  AV,  A'V  des  an- 
gles MTV,  MT'V  égaux,  au  second  ordre  près,  comme  me- 
surant les  courbures  des  arcs  égaux  AM,  A'M  {n"  126), 
Or  ces  deux  angles  diffèrent  des  angles  respectifs  A,  A'  de 
l'angle  même  des  deux  droites  TT',  AA',  lequel  est  du  se- 
cond ordre.  Donc,  comme  nous  l'avions  annoncé,  les  angles 
des  tangentes  extrêmes  avec  la  corde  sont  égaux,  à  un  in- 
finiment petit  près  du  second  ordre,  et  donnent  la  meswe 
de  la  demi-courbure  de  l'are,  à  ce  même  degré  d'ap- 
proximation . 

Cela  posé,  il  est  facile  de  prouver  qu'il  en  est  de  même 
des  côtés  AV,  A'V  du  triangle  AVA'.  En  effet,  on  a 

A'V        sinA 


e  la  limite  de     .         est  la  même  que  celle  de  ■--. 
qui  est  égale  à  l'unité,  il  en  résulte 

Il  est  facile  d'ailleurs  d'apprécier  l'ordre  de  la  différencj.' 
A'V  —  AV.  En  effet,  l'équation  précédente  donne 


ce  qui  est  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordie, 
puisque —  est  du  second  et  sinA'  dupremier.  Le  rap- 

A'V  — AV  ,  -,  .  ,        .,,•        .,j        , 

port  ■  -■       — -étant  dupremier  ordre,  A'V  — AV  est  du  se- 
cond. 
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Donc  les  longueurs  des  tangentes  extrêmes  sont  égales, 
au  second  ordre  près. 

137.  Les  angles  inscrits  dans  un  segment  dont  l'arc  est 
infiniment  petit  du  premier  ordre  sont  égaux,  au  second 
ordre  près;  leurs  suppléments  mesurent  la  moitié  de  la 
courhure  de  l'arc,  au  même  degré  d' appi-oximation. 

Soient  l'arc  AA'  [fig-  55  his)  et  un  angle  inscrit  quel- 
contjae  AMA'.  Si  l'on  mène  la  tangente  TMT',  l'angle  UMA' 
sera  partagé  en  deux  angles,  dont  l'un  mesure  la  demi- 
courbure  de  A'M,  et  l'autre  celle  de  AM,  Donc  l'angle 
UMA'pewÉ  être  regardé  comme  constant  et  égala  lu  demi- 
courbure  de  AA',  au  second  ordre  près. 

L'angle  inscrit  AMA'  est  donc  aussi  constant,  au  second 
ordre  près. 


i;iS.  Expression  du  rayon  de  courhure,  au  moyen  d'in- 
finiment petits  du  second  ordre.  —  Considérons  une  courbe 
rapportée  à  un  système  de  coordonnées  rectangles  x^y,  <jue 
nous  regarderons  comme  fonctions  d'une  même  variable 
indépendante  t.  Désignons  par  h,  /c,  /  les  accroissements 
inflniment  petits  que  prennent  x^  y  et  l'arc  de  la  courbe, 
quand  t  prend  un  accroissement  a;  et  par  /t,,  Aj,  /j  les 
accroissements  de  h,  ket  l  correspondant  à  un  nouvel  ac- 
croissement a,  donné  à  t. 

Soit  M  {fig.  56  )  un  point  quelconque  de  la  couibe  ;  AP, 
MP  ses  coordonnées  x,  y  correspondant  à  la  valeur  t  de  la 
variable  indépendante.  Lorsque  t  croît  de  o;,  x  et_j' croissent 
de  quantités  PP,  =^  h,  Qi  Mi  =^  k,  et  déterminent  le  point 
M,  de  la  courbe,  dont  les  coordonnées  seront  AP,  =.x-h  /i, 
ViMi=y'l-k. 

Si  dans  ces  fonctions  de  t  on  fait  encore  croître  t  de  a, 
APi  ou  x-i-h  prendra  un  accroissement  égal  à  la  somme 
de  ceux  que  prendront  les  deux  parties  x  et  ft,  c'est-à-dire 
h  ■}-  /?,.  De  même  Mi  Pi  ou  j'  +  A  croîtra  de  k  -J-  A,. 
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Soici:!. 


1-/;,,     Q^Mb  =/-  +  /„ 


on  aura  ainsi  un  nouveau  point  M^  de  la  courbe. 

Prenons  P.  P'  =  PP,  =  h,  menons  M^  I  parallèle  à  AX, 
et  la  droite  MM,  qui  coupe  en  M',  V  les  parallèles  à  AY 
partant  de  P',  Pa  5  on  aura 

P'P,,  =  II,,     —  M'I  -—  M,  Q-.~  M,  Q,  =  :!-„     M'm'~  h]  -+■  /■;. 

En  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre, 
on  peut  prendre  les  cordes  MM,,  Mi  M^  au  lieu  des  arcs 
qu'elles  sous-tendent  et  dont  les  valeurs  sont  /,  /+/;;  on 
peut  donc  écrire  MM,  =  M'Mi  =  /,  M,  M,  =  /  -f-  4 ,  et  par 
suite  /,  =  M,  Mj—  Ml  M'.  Abaissant  M'D  perpendiculaire 
sur  Ml  Mij  on  a,  au  troisième  ordre  près, 


M,D  =  M,M,— M,M'=M,Mj— MM,; 


donc     MiD  = 


Désignant  par  o)   la  courbure  de  l'arc  MMi,  on  aura 
M'MiM2  =  w(n"  137),  et  comme  M'D  =  M,M'sinM'MiM5, 

on  aura  

M'D  =  iw  =  V/'î  +  f',  —  ii , 

d'où  l'on  tire,  pour  expression  de  la  courbure  de  l'arc  infini- 
ment petit  /j 


et  le  rayon  de  c 

expression 


irbure  K,  qui  est  1  a  limite  de  -  j  aura  pour 


R  :=  lim  - 
-  Si  l'on  mi 


i  la  tangente  MV  en  M,  on 


Remarque. - 
ura 

MjV  r...  2M,V. 

Eu  eûet,  nous  avons  vu  que  l'angio  VMiMa  mesure  la 
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courbure  de  l'arc  MMj,  tandis  <|uc  VMMi  a' en  mesure  que 


V'M.M,  :.-=2VMM„ 

et  comparaut  les  valeurs  de  VMi,  V'M|  dans  les  triangles 
MVMi,  MiV'Ms,  on  trouve  immédiatement 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

139.  Si  sur  deux  courbes  tangentes  on  pj-end,  à  partir 
du  point  de  contact,  des  arcs  infiniment  petits  égaux,  la 
droite  qui  joint  leurs  extrémités  a  pour  direction  limite 
celle  de  la  normale  commune. 


Soient  M  {fig.5-])  le  point  de  contact,  MM'  =  MM,, 
et  supposons  d'abord  que  les  deux  courbes  soient  de  côtés 
différents  de  la  tangente  commune.  Dans  le  triangle  rec- 
tiligne  MM'M,,  la  différence  des  côtés  MM',  MMi,  que 
nous  considérerons  comme  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  est  du  troisième  ordre,  puisque  les  arcs  sont  égaux  ; 
de  plus,  l'angle  compris  M,  étant  la  somme  de  ceux  que 
cliaque  corde  fait  avec  la  tangente,  est  aussi  du  premier 
ordre  {n"  136).  Donc  les  limites  des  angles  M',  Mj  sont  des 
angles  droits  (n"  120),  et  comme  les  directions  des  côtés 
MM',  MMi  ont  pour  limite  celle  de  la  tangente  en  M,  il  en 
résulte  que  la  limite  de  la  direction  de  M'M,  est  celle  de  la 
normale  au  point  M. 

Mais  si  les  courbures  étaient  dans  le  même  sens,  les  deux 
arcs  MM',  MMj  seraient  du  même  côte  de  la  tangente,  et 
l'angle  M  serait  la  différence  des  deux  angles  du  prêmïei' 
ordre  que  les  cordes  font  avec  la  tangente  commune.  Cet 
angle  pourrait  donc  ne  pas  être  du  premier  ordre 
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dans  le  cas  précèdent,  et  l'on  peut  craindre  que  la  consé- 
quence ne  soit  pas  la  niûme.  Or  nous  avons  démontre  que 
ces  angles  ne  diffèrent  des  moitiés  des  courbures  des  arcs, 
que  de  quantités  du  second  ordre.  Si  donc  les  courbures  des 
deux  courbes  en  M  sont  difTérentcs,  ce  qui  est  le  cas  géné- 
ral, les  deux  angles  qui  mesurent  les  courbures  des  arcs 
MM',  MM,  difïêrent  d'une  quantité  du  même  ordre  que  ces 
arcs,  puisque  les  limites  finies  des  rapports  de  ces  angles  à 
la  longueur  de  l'arc  sont  inégales.  Ainsi,  en  laissant  de  côté 
les  points  particuliers  où  la  courbure  est  la  nième,  l'angle  M 
sera  toujours  du  premier  ordre,  et,  par  suite,  les  angles  M', 
M,  ont  pour  limites  des  angles  droits.  Donc  la  limite  de  la 
direction  M'Mj  est  généralement  celle  de  la  normale  com- 


Exemples  de  la  détermination  des  centres  de  courbure. 

140.  Cjcloïde. — -SoitT  [fig-  58}  le  point  de  contact  du 
cercle  générateur  correspondant  au  point  quelconque  M  de 
la  cycloïde.  Nous  savons  qu'en  prenant  sur  le  cercle  un  arc 
infiniment  petit  Ml,  menant  IM' parallèle  à  AB  et  égal  à 
MI,  puis  prenant  TT'  =  jVU  =  IM',  le  point  M'  appartient 
à  la  cycloïde,  et  T'  est  le  point  de  contact  correspondant  du 
cercle  générateur  avec  la  base. 

Cela  posé,  MT,  M'T'  sont  deux  normales  infiniment 
voisines,  et  la  limite  de  leur  point  de  rencontre  N  est,  d'a- 
près ce  qui  précède,  le  centre  de  courbure  de  la  cycloïde, 
correspondant  au  point  M. 

Or,  si  l'on  joint  IT  et  qu'on  mène  MK  parallèle  à  AB, 
on  auraHK^^TÏ',  et  l'on  reconnaît  facilement  que  le  rap- 
port de  MH  à  MI  et,  par  suite,  à  TT'  tend  vers  l'unité  ;  car, 
dans  le  triangle  rectiligne  MIH,  les  deux  angles  I  et  H  ont 
îme  même  limite  finie.  En  elfet,  la  corde  MI  a  pour  direc- 
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tion  limite  celle  de  la  tangente  MU  au  cercle;  et  la  direc- 
tion IHT  a  pour  limite  celle  de  MT  ;  donc  l'angle  1  du 
triangle  a  pour  limite  TMU.  L'angle  H  du  même  triangle, 
ou  son  égal  THK,  a  évidemment  pour  limite  TMK.  Or  cet 
angle  est  égal  à  TMU,  puisque,  d'après  les  propriétés  con- 
nues du  cercle,  MT  est  la  bissectrice  de  UMK;  donc  la  li- 
mite du  rapport  des  côtés  MH,  MI  est  l'unité.  Il  en  est  donc 
de  même  de  la  limite  du  rapport  de  MH  à  l'arc  MI,  ou  à 

son  égal  TT'.  Donc  la  limite  du  rapport  -^^j  est  2 .  Mais  le 

MK  .     ,  ,  MN     „         1     ,.     ■      j 

rapport  tj^  est  constamment  égal  a  -^^^  -  Donc  la  limite  de 

MN  est  aMT,  et  l'on  aura  le  centre  de  courbure  O  en  pre- 
nant TO  =  TM. 

Ainsi  dans  la  cycloïde  le  rajon  de  courbure  est  double 
de  la  normale. 

\  A\ .  Ellipse  rapportée  à  ses  foyers.  —  Soient  F,  F' 
[fis-  ^9)  ^^*  deux  foyers,  a,  b  les  deux  demi-axes,  è,  S' les 
rayons  vecteurs  d'un  point  quelconque  M  de  l'ellipse,  M'  un 
second  point  infiniment  voisin  de  M;  MO',  M'O'les  bis- 
sectrices des  angles  F'MF,  F'M'F,  qui  seront  les  normales 
en  M,  M'.  Le  rayon  de  courbure  en  M  sera  la  limite  du  rap- 
port—tt-j  puisque  l'angle  O'  des  normales  est  égal  à  celui 

des  tangentes  aux  extrémités  de  l'arc  MM'. 

Comme  nous  n'avons  en  vue  qu'une  limite  de  rapports, 
nous  pourrons,  d'après  les  remarques  faites  précédemment 
[■a°  115),  remplacer  les  quantités  infiniment  petites  par 
d'autres,  dont  le  rapport  avec  elles  aura  l'unité  pour  limite, 
et  écrire,  comme  si  elles  étaient  exactes,  les  équations  où 
elles  entreront  :  nous  avons  démontré  que  le  résultat  cher- 

cbé  lim  ---^  n'en  sera  aucunement  altéré.  Nous  donnons 

Calcul  in/.  D.~ï.  12 
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ainsi  un  premier  exemple  de  ce  moyen  si  commode  de  sim- 
plification. Itîen  ne  sera  plus  facile,  au  reste,  que  de  faire 
les  mêmes  calculs  en  conservant,  comme  nous  l'avons  fait 
jusqu'ici,  l'exactitude  absolue  des  équations. 

Les  deux  triangles  F'MI,  O'IM'  ayant  un  angle  égal,  la 
somme  des  deux  autres  est  la  même  de  part  et  d'autre  ;  d  où, 
en  désignant  par  F'  l'angle  infiniment  petit  MF'M',  par  w 
l'angle  donné  F'MO',  et  de  même  par  F  et  w' les  angles 
MFM',  F'M'O', 

0'  — F  =  „  —  ...', 
et  de  même 

O'—F^w'  — w; 
d'où,  en  ajoutant, 

20'  =  F-+-F'. 

Ainsi,  en  désignant  par  R  le  rayon  de  courbure  cherché, 

Nous  allons  calcider  les  angles  F,  F' dans  les  triangles 
FMM',  F'MM',  en  les  substituant  à  leurs  sinus  ;  nous  suIï- 
stituerons  de  môme  l'arc  MM' à  sa  corde,  nous  substitue- 
rons à  la  direction  de  la  corde  MM'  celle  de  la  tangente  en 
M,  et  aux  angles  des  rayons  vecteurs  avec  MM',  les  limites 
de  ces  angles,  c'est-à-dire  le  complément  de  w.  Les  valeurs 
de  F,  F'  ainsi  calculées  ne  différeront  des  véritables  que  de 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles-mêmes,  et, 

....       ,  MM'  , 

par  conséquent,  la  limite  du  rapport  ■-  ■  —7  ne  sera  pas  al- 
térée. 

Nous  trouverons  de  cette  manière 


F  = 


MM'cosu       ^,       MM'c 
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et,  par  suite, 


Or  on  sait  que  cosw  =  ~i=-)  et  que  la  longueur  n  de  la 
normale  MJV  a  pour  expression 

d'où  résultent  les  formules  suivantes  ; 


m,  en  désignant  par/?  le  demi -paramètre, 


P 
Cette  formule  s'applique  également  à  l'hyperbole  et  à  la 
parabole. 

Celle  de  ces  formules  qui  donne  pour  R  la  construction  la 

plus  facile  est  R  :=  ■ — ~  qui  montre  que  le  rayon  de  cour- 
bure projeté  d'abord  sur  MF',  puis  de  là  sur  la  normale, 
donne  la  longueur  même  de  la  normale  MN.  Il  en  résulte 
que  si  au  point  N  on  élève  une  perpendiculaire  à  MN  ;  qu'au 
point  H  où  elle  coupe  F'M  on  élève  une  perpendiculaire  à 
F'M,  son  point  de  rencontre  G  avec  la  normale  sera  le 
centre  de  courbure. 

142.  Le  théorème  suivant  a  été  démontré  par  Newton. 
(Princ,  section  III,  prop.  ii.j 
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Si  dans  la  fig.  Sg  on  mène  M'Q,  M'P,  la  première  paral- 
lèle et  la  seeonde  perpendiculaire  à  FM,  Q  étant  le  point 
de  rencontre  de  la  première  avec  la  tangente  en  M,  et  P  de 
la  seconde  avec  FM,  on  aura 

,.     Wf'       a  h' 

En  eiîet,  la  distance  infiniment  petite  de  M'  à  la  tangento 

peut  être  considérée  comme  égale  à    '■  ;  donc 

H'Q  —    J^^^^    ;     d'ailleurs     M'P  =  MM'  cosm. 

Donc,  en  ne  considérant  que  la  limite  du  rapport,  on  peut 
écrire 

arp'  _   „  _?.&= 

^^^^2Rcos«..-2,.cos«_— . 

143.  Spirale  logarithmique.  —  Soient  M,  M'  {fig.  60) 
deux  points  infiniment  voisins,  A  le  pôle  MO,  M'O  les  deux 
normales  en  M,  M';  il  s'agit  de  trouver  la  limite  du  point  O. 
Les  rayons  vecteurs  AM,  AM'  étant,  comme  nous  l'avons 
vUj  également  inclinés  sur  les  normales  correspondantes, 
les  angles  A  et  O  sont  égaux,  et  les  quatre  points  A,  M,  M', 
O  sont  sur  un  même  cercle.  Mais  lorsque  M'  tend  vers  M, 
ce  cercle  tend  à  devenir  tangent  à  la  spirale  en  M,  puisque 
la  sécante  commune  MM'  tend  vers  la  tangente  à  la  spirale  ; 
donc  ce  cercle  à  la  limite  a  pour  normale  MO  ;  son  centre  est 
donc  sur  MO;  la  limite  G  de  O,  ou  le  centre  de  courbure 
est  donc  l'extrémité  du  diamètre  de  ce  cercle,  dont  M  est 
l'autre  extrémité.  L'angle  MAC  est  donc  droit,  et  l'on  a  le 
centre  de  courbure  en  élevant  en  A  une  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  et  clierchant  sa  rencontre  avec  la  normale. 
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CHAPITRE  XIX 

DÉVELOPPÉES  DES  COUKBES  PLANES. 


\éi.  Si,  sur  chacune  des  normales  à  une  courbe  plane 
quelconque,  on  considère  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant, qui  est  la  limite  de  la  rencontre  de  cette  normale  avec 
une  normale  infiniment  voisine,  on  obtiendra  pour  lieu  de 
ces  centres  une  courbe  tangente  à  toutes  les  normales 
{n"  76).  Cette  courbe  se  nomme  la  développée  de  la  pre- 
mière, et  celle-ci  s'appelle  la  développante  de  l'autre.  Les 
développées  jouissent  d'une  propriété  remarquable,  à  la- 
quelle elles  doivent  leur  nom.,  et  que  nous  allons  faire  con- 
naître. 

Soient  M  [^g.  6i)  un  point  quelconque  d'une  courbe, 
MO  sa  normale,  O  le  centre  de  courbure,  M' un  point  de  la 
courbe,  distant  de  M  d'une  quantité  infinim.ent  petite  du 
premier  ordre,  O'  le  centre  de  courbure  correspondant;  les 
deux  droites  MO,  M'O'  seront  tangentes  à  la  développée 
aux  points  O  et  O'.  Or,  comme  la  longueur  MO  du  rayon  de 
courbure  dépend  de  la  position  de  M,  ou  de  la  longueur  de 
l'arc  de  la  cotu'be  donnée,  compté  à  partir  d'une  origine 
quelconque  sur  la  courbe,  on  peut  regarder  MO  comme  une 
fonction  de  l'arc  ;  ainsi,  d'après  un  principe  posé  précé- 
demment, l'accroissement  infiniment  petit  de  MO,  ou  la 
différence  M'O'  —  MO,  sera  généralement  de  même  ordre 
que  MM';  et  de  même  l'accroissement  00'  de  l'arc  de  la 
développée  sera  de  l'ordre  MM',  puisque  l'arc  de  la  déve- 
loppée est  aussi  une  fonction  de  celui  de  la  proposée. 
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Maintenant  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  longueur  c!e 
l'arc  00',  etladiiférence  des  diiux  rayons  de  courbure  MO, 
M'O'  ne  peuvent  différer  que  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite par  rapport  à  elles-mêmes. 

En  effet,  élevons  en  M  et  O  des  perpendiciJ aires  à  MO, 
qui  rencontrent  la  normale  M'O'  en  T  et  II.  La  partie  TM' 
est  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  puisque  MT  est  tan- 
gente et  que  la  direction  Hï  n'a  pas  pour  limite  celle  de  la 
tangente  {n"  128).  De  plus,  la  longueur  HT  ayant  MO  pour 
projection  sur  la  normale  avec  laquelle  sa  direction  fait  un 
angle  infiniment  petit  du  premier  ordre,  la  diirérenee  entre 
OM  et  HT  sera  infiniment  petite  du  second  ordre.  Donc  la 
différence  entre  M'H  et  MO  sera  infiniment  petite  d'un 
ordre  supérieur  au  premier,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  la  par- 
tie TM',  dont  nous  n'avons  pas  cherché  à  préciser  exacte- 
ment l'ordre. 

Il  suit  de  là  que  la  différence  entre  M'O'  et  MO  sera  HO', 
à  une  quantité  près  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Or 
l'arc  OO'  et  la  tangente  O'H  à  la  développée  ont  une  diffé- 
rence du  second  ordre  (n"  128)  :  donc  enfin  00'  et 
M'O'  —  MO  ne  peuvent  avoir  qu'une  différence  infiniment 
petite  par  rapport  à  elles-mêmes  ;  et,  par  conséquent,  si  1  on 
considère  la  somme  d'arcs  infiniment  petits  00'  formant  un 
arc  fini  déterminé  de  la  développée,  cet  arc  sera  égal  à  la 
limite  de  la  somme  des  accroissements  successifs  des  rayons 
de  courbure.  Et,  comme  cette  somme  d'accroissements  n'est 
autre  chose  que  T  accrois  sèment  total,  ou  la  différence  des 
rayons  de  courbures  extrêmes,  on  arrive  à  cette  conclusion  : 
Un  arcjini  de  la  développée  d'une  courbe  quelconque  est 
égal  à  la  différence  des  deux  rayons  de  courbure  de  cette 
courbe,  correspondant  aux  deux  extrémités  de  cet  arc. 
Et  cette  proposition,  s'appliquant  à  toutes  les  grandeurs  des 
arcs  de  la  développée,  s'applique  évidemment  aux  arcs  infi- 
niment petits  ;  d'où  l'on  voit  que  la  diiïcrence  entre  00'  et 
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M'O'  —  MO,  que  nous  avions  démontrée  être  d'un  ordre 
supérieur  au  premier,  était  rigoureusement  égale  à  zéro. 

145.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  suppose  un  fil 
flexible  et  inextensible  appliqué  sur  la  développée  jusqu'à 
un  certain  point  quelconque,  à  partir  duquel  il  s'en  sépaie 
tangcnticUement  et  se  prolonge  jusqu'au  point  où  il  cou- 
pera la  courbe  proposée,  qu'ensuite  on  développe  la  partie 
enroulée,  en  tenant  toujours  le  fil  tendu,  et  sans  glissement 
surla  courbe,  son  extrémité  sera  toujours  sur  la  courbe  don- 
née; car  l'accroissement  de  la  partie  rectiligne  du  fil  tan- 
gent sera  toujours  égal  à  l'arc  de  la  développée  compris  entre 
deux  points  de  contact,  ou  à  la  différence  des  rayons  de 
courbure  correspondants;  donc  la  partie  rectiligne  sera 
toujours  la  longueur  même  du  rayon  de  courbure,  et,  par 
suite,  l'extrémité  sera  toujours  sur  la  courbe  donnée.  Le 
lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  peut  donc  servir 
à  décrire  cette  courbe  par  son  développement  en  ligne 
droite,  et  c'est  de  là  que  lui  vient  le  nom  de  défeloppée. 

146.  Développée  de  la  cjcloïde.  —  Soient  M  un  point 
quelconque  de  la  cycloïde  (fig.  62),  MW  la  normale,  NMD 
le  cercle  générateur,  R  le  rayon  de  coui'bure;  on  a 


on  aura  donc  le  centre  de  courbure  O,  relatif  au  point  M, 
en  prenant  NO  =  MN.  Mais  si,  au  milieu  I  de  la  base,  on 
élève  la  perpendiculaire  IB  égale  au  diamètre  aa  du  cercle 
générateur,  et  qu'on  mène  en  Bune  parallèle  BV  à  la  base, 
le  cercle  décrit  sur  la  perpendiculaire  NC  comme  diamètre 
passera  par  O  :  l'are  NO  sera  donc  égal  à  l'arc  MN  du  cercle 
NMD,  et,  par  suite,  à  la  ligne  AN.  Donc  OC  =  NI  =-  BG. 
Donc  le  point  O  appartient  à  la  cycloïde  décrite  par  im 
point  d'un  cercle  ayant  2  a  pour  rayon,  le  point  B  pour  ori- 
gine, et  BV  pour  base. 
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La  développée  de  la  cyeloïde  AEA'  se  compose  donc  de 
deux  demî-cycloïdes  AB,  A'B,  identiques  avec  la  première, 
et  dont  le  prolongement  se  rapporterait  aux  branches  sui- 
vantes de  celles-ci. 

147.  La  différence  de  deux  rayons  de  courbure  étant 
égale  à  l  arc  de  la  développée,  compris  entre  les  deux  points 
de  contact,  et  le  rayon  de  courbure  de  AEA'  étant  nul  au 
point  A,  la  ligne  MO  est  égale  à  l'arc  AO.  Donc  dans  toute 
cyeloïde  AOB,  l'arc  compris  entre  le  sommet  A  et  un  point 
quelconque  O  est  double  de  la  corde  NO  du  cercle  généra- 
teur JVOC  qui  passe  en  ce  point;  proposition  déjà  démontrée 
précédemment  par  d'autres  considérations. 

Ainsi,  en  revenant  à  la  cyeloïde  primitive,  on  aurait 

ME  =  2MD, 
et,  par  conséquent, 

AE  —  ^a     et     AEA.' —  8a. 

SiVonfuit2a—j^  =  j',  c'est-à-dire  si  l'on  compte  lesj' 
à  partir  de  E,  dans  le  sens  El,  et  que  l'on  pose  EM  =  s,  on 
aura 

Telle  est  l'équation  de  la  cycloide  entre  l'ordonnée  et  l'arc, 
comptés  à  partir  de  son  sommet, 

■lis.  Développée  de  la  parabole.  —  Soient  l'équation 
Y^  :=  ipx  {Jîg-  63),  M  un  point  quelconque  de  la  para- 
bole, MN  la  normale,  O  le  centre  de  courbure:  on  aura, 
d'après  une  formule  donnée  précédemment, 

MO  = 

P 

Soient  X,  j"  les  coordonnées  de  M  ;  k  ,  6  celles  de  O,  et  ç 
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l'angle  de  MO  avec  la  parallèle  MI  à  l'axe  des  y  \  on  aura 

M1S=  (j'-i- /:■=)',     ;r  — ê  =  MOcosï,      k  — 3;  =  M0siny, 

P                          X                ■                  F 
tangf  =  ---,      cosç  == -^^^== ,      f.ui<f~- ■ 

On  tire  de  là 

Entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  parabole  y^  =z  ipx^ 
si  l'on  élimine  x  et  j",  on  aura  l'étjuation  du  lieu  des  points 
Oj  ou  de  la  développée.  On  trouve  ainsi 

e.  =  --^,.-„.. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  précédente  a  =^  3x  -f-p 
indique  une  construction  fort  simple  du  centre  de  cour- 
bure O  ;  car,  l'abscisse  OP  de  ce  point  étant  égale  à  3x  -i-p, 
on  a  ]\P  ^=  ^x.  Il  suffit  donc  de  mener  la  normale  indé- 
finie MN,  de  prendre  NP  double  de  l'abscisse  du  point 
donné  M,  et  d'élever  en  P  une  perpendiculaire  à  l'axe.  Sa 
rencontre  avec  la  normale  donnera  le  centre  de  courbure. 

149,  Développée  de  la  spirale  logaritlimicjue.  —  Nous 
avons  trouvé  que  le  centre  de  courbure  C  de  c.:tte  courbe 
est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  et  de  la  perpendi- 
culaire menée  par  le  pôle  au  rayon  vecteur  [_fig-  60).  Le 
rapport  de  AC  à  AM  étant  constant,  puisque  les  angles  du 
triangle  AMC  sont  constants,  il  s'ensuit  que  deux  rayons 
vecteurs  quelconques  de  la  développée  seront  dans  le  même 
l'apport  que  deux  rayons  vecteurs  quelconques  de  la  spirale, 
faisant  entre  eux  le  même  angle  que  les  deux  autres .  Si  donc 
on  fait  tourner  la  développée  autour  de  A,  jusqu'à  ce  qu'un 
de  ses  points  soit  sur  la  spirale,  toutes  les  autres  y  seront  de 
même^  et  les  deux  courbes  coïncideront.  La  développée  de 
la  spirale  logarithmique  n'est  donc  autre  chose  que  celte  spi- 
rale même  qui  a  tourné  d'un  certain  angle  autour  du  pôle. 
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CHAPITRE  XX. 

DÉPLACEMENT  D'UNE  FIGURE  SUR  UN  PLAN.  -  PROBLÈME 
DE  LA  ROULETTE  :  MÉTHODE  DE  DESCATiTES  POUR  MENER 
LES  TANGENTES  AUX  COURBES  QU'ELLE  DÉCRIT.  -  GÉNÉ- 
RALISATION DE  CETTE  QUESTION.  —  CENTRE  INSTANTANÉ 
DE  ROTATION. 


ISO.  Lorsque  l'on  considère  sur  un  plan  fixe  une  figure 
invariable  qui  se  déplace  d'une  manière  continue,  suivant 
une  loi  arbitraire,  un  point  quelconque  appartenant  à  cette 
figure,  ou  lié  invariablement  à  elle,  décrit  une  courbe  dé- 
pendante de  cette  loi,  et  dont  les  géomètres  du  xvii^  siècle 
ont  étudié  un  cas  particulier.  Leurs  recherches  ont  fait  faire 
des  progrès  à  la  Géométrie,  et  le  problème  qui  en  a  été  l'oc- 
casion a  conservé  beaucoup  de  célébrité.  Ils  supposaient 
une  courbe  roulant  sans  glisser  sur  une  autre  supposée 
fixe,  et  ils  se  sont  d'abord  proposé  de  mener  la  tangente  à 
la  courbe  décrite  par  un  point  lie  à  celle  qui  se  déplace.  Le 
premier  cas  qu'ils  ont  étudié  est  celui  du  roulement  d'un 
cercle  sur  une  droite;  un  point  du  cercle  même  décrit  la 
courbe  que  nous  avons  nommée  cjcloïde,  et  qu'on  a  d'abord 
appelée  roulette. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  de  faire  connaître  les  diffé- 
rents procédés  employés  dans  cette  recherche  ;  nous  nous 
bornerons  à  la  méthode  donnée  par  Descartes,  comme  la 
plus  simple  et  la  plus  générale. 

Concevons  d'abord,  au  lieu  de  deux  courbes,  deux  poly- 
gones ayant  leurs  côtés  respectivement  égaux,  dont  l'un  soit 
fixe  et  l'autre  se  meuve  de  mauièi'e  que  les  côtés  égaux  s'ap- 
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plîquent  successivement  les  uns  sur  les  autres.  Un  point 
lie  au  polygone  mobile  décrira  une  suite  d'arcs  de  cercle 
dont  les  centres  seront  les  sommets  successifs  du  polygone 
fixe,  et,  par  conséquent,  la  normale  à  l'un  quelconque  de 
CCS  arcs  passera  par  le  sommet  commun  aux  deux  polygones. 
Si  maintenant  on  suppose  que  les  cotés  des  polygones  dimi- 
nuent indéfiniment,  de  manière  que  ces  polygones  tendent 
à  se  confondre  avec  les  bourbes  données,  cette  propriété  de 
la  normale  en  un  point  quelconque  subsistant  toujours, 
quelle  que  soit  la  petitesse  des  côtés,  elle  aura  encore  lieu 
pour  la  courbe  liinite  de  l'ensemble  des  arcs  de  cercle,  c'est- 
à-dire  pour  celle  que  décrit  le  point  lié  à  la  courbe  mobile. 
Donc  on  aura  la  normale  en  un  point  quelconque  de  ce 
Heu,  en  le  joignant  au  point  de  contact  correspondant  des 
deux  courbes.  La  tangente  sera  la  perpendiculaire  à  cette 
ligne. 

Telle  est  la  méthode  de  Descartes.  Elle  s'applique  à  des 
courbes  quelconques. 

Mais  on  risquerait  de  se  tromper  si  on  la  suivait  trop 
loin,  par  exemple  pour  la  détermination  de  la  courbure; 
et  il  faut  y  regarder  de  très-près  pour  reconnaître  que  ce 
qui  suffit  pour  la  tangente  est  insuffisant  pour  la  courbure. 
C'est  pourquoi  nous  allons  reprendre  la  solution  en  mettant 
plus  de  rigueur  dans  les  raisonnements. 

1S1.  Soient  LL' (^g-.  64)  la  courbe  fixe;  SS' la  courbe 
mobile  ;  M  le  point  de  contact  pour  une  position  quelconque 
de  SS';  A  la  position  correspondante  du  point  lié  à  SS',  et 
qui  décrit  la  courbe  en  question. 

Prenons  sur  les  deux  courbes  données  deux  arcs  infini- 
ment petits  égaux  MM',  MMj  ;  les  points  M',  M,  seront 
coïncidents  quand  le  point  de  contact  des  deux  courbes  sera 
M,,  puisque,  d'après  la  définition  du  roulement  sans  glisse- 
ment, les  arcs  qui  séparent  des  points  de  contact  corres- 
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pondants,  pris  sur  les  deux  courbes,  doivent  être  égaux. 
Pour  amener  le  système  mobile  dans  la  position  qu'il  aura 
alors,  on  peut  le  faire  mouvoir  d'abord  de  manière  que 
tous  les  points  décrivent  des  droites  égales  et  parallèles  à 
M'M,,  ce  qui  amènera  M'  en  M,  ;  puis,  laissant  le  point  M 
fixe  en  M,,  faire  tourner  le  système  autour  de  ce  point,  de 
manière  que  la  tangente  en  M'  coïncide  avec  celle  en  Mj. 
Dans  ce  dernier  mouvement  toutes  l'es  droites  s'inclineront, 
sur  leur  première  direction,  d'un  angle  égal  à  celui  des  tan- 
gentes en  M'  et  M,,  c'est-à-dire  de  la  somme  ou  de  la  diilë- 
rence  des  courbures  des  deux  arcs  MM',  MMi,  suivant  que 
ces  courbures  seront  de  sens  contraire  ou  de  même  sens.  Si 
donc  nous  menons  AA'  égal  et  parallèle  à  M'Mi,  et  que  de 
Ml  connue  centre,  avec  un  rayon  égal  à  A'Mi,  qui  n'est 
autre  chose  que  AM',  nous  décrivions  un  arc  de  cercle  A'A,, 
tel  que  l'angle  A'Mj  A^  soit  égal  à  celui  des  tangentes  en 
M'  et  M,,  Al  sera  la  position  exacte  de  A,  correspondant 
au  contact  en  M,  :  AA,  sera  donc  la  sécante  au  lieu  décrit 
par  A,  et  la  limite  de  sa  direction  sera  la  tangente  cliercbée. 
Or  les  deux  côtés  MM',  MM,  du  triangle  rectiligne 
MM'M,  ayant  pour  limite  de  leur  rapport  l'unité,  et  com- 
prenant un  angle  infiniment  petit,  le  troisième  cftté  BI'M, 
est  infiniment  petit  par  rapport  aux  deux  autres.  Déplus, 
l'angle  des  tangentes  en  M',  M,  est  généralement  du  pre- 
mier ordre,  même  lorsque  les  courbures  sont  de  même  sens. 
Son  égal  A' Ml  Aj  sera  donc  du  premier  ordre,  et  il  en  sera 
de  même  de  la  droite  A'A,,  puisque  A'M]  a  une  longueur 
finie.  Donc  dans  le  triangle  AA'Ai,  le  côté  AA'  est  infini- 
ment petit  par  rapport  à  A'Ai  ;  par  conséquent,  l'angle  Ai 
a  pour  limite  zéro,  et  la  direction  de  la  sécante  AAi  a  la 
même  limite  que  celle  de  A'Ai.  Mais  cette  dernière  tend  à 
■îàire  un  angle  droit  en  A!  avec  la  droite  A'  Mi  dont  la  posi- 
tion limite  est  AM;  donc  enfin  la  limite  de  la  direction  AAj, 
ou  Ja  tangente  cluircbéc,  est  perpendiculaire  à  AM- 
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Expression  du  rayon  de  courbure  do  la  courbe  décrite  par 
un  point  lié  à  la  courbe  roulante. 

152.  Une  courbe  donnée  U'V  {fig-  65)  roulant  sans  gli;- 
ser  sur  une  courbe  fixe  UV,  un  point  M  lié  à  U'V  dccrî 
une  courbe,  dont  on  demaude  le  rayon  de  courbure  en  un 
quelconque  de  ses  points. 

Soient  A  le  point  de  contact  des  deux  courbes  correspon- 
dant à  une  position  quelconque  M  du  point  décrivant;  O, 
O'  les  centres  de  courbure  de  ces  courbes,  qui  se  rapportent 
au  point  A.  On  sait  que  AM  sera  la  normale  à  la  courbe  dé- 
crite par  M;  nous  désignerons  par  n  sa  longueur  AM,  et 
par  1^  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  commune  00'  aux 
deux  courbes  données. 

Prenons  sur  ces  courbes  deux  arcs  infiniment  petits  égaux 
AN,  AN'.  Soit  M' la  position  qu'aura  prise  M  lorsque  N' sera 
venu  s'appliquer  sur  N;  MN' viendra  dans  la  position  M'N; 
elle  sera  la  normale  en  M'  :  le  point  de  rencontre  X  de 
M'N  et  MA  sera,  à  la  limite,  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  en  question,  et  MX  sera,  à  la  limite,  le  rayon  de 
courbure,  que  nous  désignerons  par  p. 

Dans  ce  mouvement,  qui  amène  N'  en  N,  et,  par  suite, 
la  tangente  en  N'  sur  la  tangente  en  N,  toutes  les  ligixes  du 
système  se  sont  inclinées  d'un  angle  égal  à  celui  de  ces  deux 
tangentes,  ou  de  leurs  perpendiculaires  N'O',  NO.  Cet 
angle  est  O  -\-  O',  et  peut  être  regardé  comme  ayant  poiir 
mesure 

AN       AK[ 


La  droite  N'M  étant  venue,  dans  ee  même  mouvement, 
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coïncider  avec  M'NX,    s'esL   inclinée    d'un    angle  égal   à 
N'MA  +  X. 

Mais,  en  négligeant  les  infiniment  petits  sans  influence 
sur  le  résultat,  on  peut  prendre 


La  somme  de  ces  deux  angles 
lions  précédentes, 


s  deux  expressions  de  la  rotation  du  système,  il 


vient 


H-  .w  = 


R       11' 
i  l'on  tire 


(0 


(2) 


«'(R+a') 


Les  formules  (i)  et  {2)  résolvent  la  question,  et  donnent 
le  rayon  de  courbure  du  lieu  de  M,  au  moyen  des  rayons  de 
courbure  des  deux  courbes  données,  en  leur  point  de  con- 
tact A  correspondant  à  M,  et,  en  outre,  de  la  position  du 
point  Ml  par  rapport  à  A  et  à  la  normale  à  ces  courbes. 

II  n'est  donc  besoin  de  connaître  aucune  autre  chose  rela- 
tivement aux  courbes  données,  que  leurs  rayons  de  cour- 
bure au  point  que  l'on  considère.  Ainsi  l'on  pourrait,  en 
ce  point,  leur  substituer  deux  autres  courbes  ayant  même 
courbure  qu'elles,  él,  par  conséquent,  leurs  cercles  de  cour- 
bure eux-mêmes.  Le  lieu  décrit  par  le  point  M  ne  serait 
plus  le  môme,  mais  au  point  en  question  il  aurait  toujours 
même  courbure. 
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Si  la  Hgne  UV  est  droite,  on  a 

R^m,     et,  par  suite,     p^ ™ » 

ce  qui  est  immédiatement  applicalile  à  la  cycloïde  et  ramène 
au  résultat  dûjà  trouvé. 

Si  U'V  est  une  ligne  droite,  UY  étant  une  courbe  quel- 
conque, on  a 

et  la  formule  [i}  devient 


1^  ■     «  — Rcos^' 

si  de  plus  le  point  M  était  situé  sur  la  droite  mobile, 
aurait 


Le  centre  de  courbure  sei'ait  donc  au  point  de  contact  A  ; 
et,  en  elïet,  dans  ce  cas  la  courbe  décrite  ne  serait  autre 
chose  qu'une  développante  de  la  courbe  fixe. 

Obseuvatioh  .  —  Si  la  courbe  UV  tournait  sa  convexité 
en  sens  contraire,  il  faudrait  changer  R  en  — E.  dans  les 
formiiles  (i)  et  (2),  pourvu  toutefois  que  le  centre  de  cour- 
bure X  se  trouvât  toujours,  comme  on  l'a  supposé,  sur  le 
prolongement  de  MA. 

Si  au  contraire  le  point  X  se  trouvait  du  même  côté  que 
M,  il  faudrait  changer  p  cn^p  dans  ces  mêmes  formules. 

application  aux  épicjcloïdes. 

153.  Si  l'on  suppose  que  les  courbes  UV,  U'V  {fig.  66) 
soient  des  cercles,  et  que  le  point  M  appartienne  au  cercle 
mobile  lui-même,  la  courbe  décrite  sera  ce  qu'on  appelle 
une  épicycloïde  plane. 

Voyons  ce  que  donne  alors  la  formule  (1). , 
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Le  triangle  AMB  donnant 

CO,,  =  j 

on  aui'a 


(3)  P  = 

Ainsi,  pour  avoir  le  centre  de  courbure,  il  suffit  de  pro- 
longer la  normale  AM  d'une  quantité  AX  dont  la  valeur 


AX  = 


fi4-3h' 


Cette  remarque  donne  un  moyen  bien  simple  de  con- 
struire le  centre  de  courbure  X.  Il  suffit  pour  cela  de  tirer 
le  diamètre  MMi ,  puis  la  droite  Mj  0  :  la  rencontre  de  cette 
dernière  avec  MA  donnera  le  point  X. 

En  effet,  la  corde  BJMi  étant  parallèle  à  MA,  on  aura  la 
proportion 

AX:BM,  ::  AO:OB 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

Si  E,  est  infini,  la  courbe  devient  une  cycloïde,  et  l'on 
trouve  p  =  2»,  comme  on  l'a  vu  précédemment. 

Si  R  ^  —  aE.',  on  trouve  p  =  co  en  cbaque  point,  et  l'é- 
picycloïde  se  réduit  à  une  ligne  droite. 

Si  le  point  M,  au  lieu  d'être  sur  la  circonférence  0',  était 
à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur,  il  décrirait  ce  que  l'on  appclb; 
une  épicycloïde  allongée  ou  raccourcie,  à  laquelle  on  pour- 
rait semblablemcnt  appliquer  la  formule  (i). 

Développées  des  épicycloïdes. 
ISi.  La  développée  de  l'épicycloïde  décritp  par  M  est  ie 
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lîeudes  points  X;  et  nous  allons  démontrer  <juc  c'est  en- 
core une  épîcycloïdc. 

Soit  G  la  position  primitive  de  M  ;  on  a  alors  AM  =  o, 
et  le  point  X  coïncide  aussi  avec  C.  Prenant  ensuite  l'arc 
CD  égal  à  la  demi -circonférence  R',  le  point  M  est  en  m  à 
sa  distance  maximum  R  -t-  2  ïl'  du  centre  O  ;  et  le  point  X 
est  à  sa  distance  minimum  Ox  de  ce  même  point. 

Pour  connaître  cette  dernière,  il  faut  faire  h  =;  2  R'  dans 
la  valeur  de  AX  ;  ce  qui  donne 


Cela  posé,  décrivons  du  centre  o  un  cercle  avec  le  rayon 
r,  qui  coupera  OB  en  I  ;  et  sur  AI  comme  diamètre,  décri- 
vons un  cercle  dont  le  rayon  sera  ;■'.  II  est  facile  de  voir 
que  ce  cercle  passera  par  le  point  X  ;  car  MA,  prolongé  jus- 
qu'à ce  cercle  tangent  en  Â  au  cercle  O',  donnera  une  corde 

dont  le  rapport  à  MA  sera  celui  des  rayons  ^  ou      -  .  ■  ,,,  ■ 

Cette  corde  sera  donc  i5gale  à  ■  ou  à  AX. 

Maintenant  les  arcs  AX  et  AM  étant  semblables  seront 
dans  le  rapport  des  rayons  r',  R',  ou,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, dans  le  rapport  de  r  :  R.  Il  en  sera  de  même  des  sup- 
pléments de  ces  arcs,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 
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Mais  AM,  =  AD,  puiscjuc  CD  est  «îgaî  à  la  clemi-circon- 
fércnce  MÂM,. 
On  a  aoiic 

IX:AD::  /:R;:Oj::OD; 
donc 

IX  =  1^: 

d'où  il  résulte  que  le  point  X  est  constamment  sur  l'épîcy- 
cloïde  décrite  par  un  point  du  cercle  de  rayon  r'  roulant  sur 
le  cercle  de  rayon  /■,  ce  point  partant  de  x.  Le  point  de  re- 
broussement  de  cette  épicycloïde  correspondra  donc  au 
sommet  m  de  la  première,  et  le  point  de  rebrous  sèment  C 
de  la  première  au  sommet  c  de  la  seconde. 

On  reconnaît  facilement  que  les  deux  nouveaux  cercles 
r,  /■'  forment  uu  système  semblable  à  celui  des  cercles  R,  H', 
et  qu'ainsi  les  deux  épîcycloïdes  sont  semblables.  Ainsi  la 
développée  d'une  épicycloïde  est  une  épicycloïde  semblable, 


.'apport  de  similitude  esL  ■  -  o 


R-l 


De  la  double  génération  des  épîcycloïdes  planes. 

13S.  Toute  épicycloïde  peut  être  engendrée  par  deux 
cercles  de  rayons  différents,  roulant  sur  un  même  cercle. 

1°  Supposons  le  cercle  roulant  intérieur  au  cercle  fixe 
O  {Jig-  67).  Soient  AB  son  rayon,  B  le  point  de  contact 
dans  une  position  quelconque,  M  le  point  décrivant  dont  la 
position  primitive  était  ï;  on  aura  BM  =:=  BI-  Parle  point  M, 
faisons  passer  un  cercle  de  rayon  OA  tangent  au  cercle  O. 
Il  suffira  pour  cela  de  mener  le  rayon  OB'  parallèle  à  AM  et 
de  prendre  O  A'  =:  AB  =  AM.  Il  en  résultera 


Le  cercle  décrit  du  centre  A'  avec  un  rayon  égal  à  OA  p 
sera  donc  par  M  et  sera  tangent  en  B'  au  cercle  O. 
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Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  arcs  B'M,  B'I  sont 
égaux. 

Eu  effet,  piiisque  la  figure  OAMA'  est  un  parallélogramme, 
les  angles  B'Â'M,  MAM,  BOB  sont  égaux. 

Donc 

B^_BM_  BB' 

Â^'"âb^ôb' 

Ajoutant  les  tenues  des  deux  premiers  rapports  égaux,  on 
aura  encore  un  rapport  égal 


B'  M  -h  BM 

d'où  résulte 

OB        ' 

BB'  =  B'M-hBiU, 

et,  par  suite, 

B'M  — B'I. 

Donc  le  point  M  appartient  à  l'épicycloïde  décrite  par  le 
cercle  A'  roulant  intérieurement  sur  le  cercle  O  en  sens 
contraire  du  cercle  A. 

Si,  donc  M  est  un  point  lié  invariablement  aux  deux  cer- 
cles, le  cercle  A'  tournant  dans  O  sans  glisser  fera  rouler  le 
cercle  A  de  manière  que  les  arcs  IB,  IB',  égaux  respective- 
ment à  MB,  MB',  soient  entre  eux  comme  les  rayons  AB, 
OA;  et,  par  conséquent,  les  vitesses  angulaires  des  centres 
A,  A'  autour  de  O  seront  proportionnelles  aux  rayons  de 
ces  cercles. 

2°  Supposons  maintenant  que  le  cercle  roulant  A  [fig-  68) 
soit  extérieur  au  cercle  fixe  O. 

Soient  M  le  point  du  cercle  A  qui  décrit  l'épicycloïde, 
I  sa  position  primitive  sur  le  cercle  O,  B  le  point  de  contact 
des  cercles  A,  O  ;  les  arcs  MB,  IB  seront  égaux. 

Menons  par  O  un  rayon  OB'  parallèle  à  AM;  prenons 
OA'  ^=  AM,  et  décrivons  un  cercle  de  A'  comme  centre  avec 
un  rayon  égala  A'B',  c'est-à-dire  égal  à  la  somme  des  rayons 

l3. 
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des  deux  cercles  donnés.  Ce  cercle  sera  tangent  en  B'  au 
cercle  O;  de  plus,  il  passera  par  M,  puisque  la  figure  MAO  A' 
est  un  parallélogramme  et  que,  par  conséquent, 

A'M  =  OA=:  A'B'. 

Cela  posé,  les  angles  égaux  A,  A',  O,  ayant  des  mesures 
égales,  on  aura 


et  comme  le  dénominateur  du  dernier  rapport  est  la  sommt; 
de  ceux  des  deux  premiers,  il  s'ensuivra 

MB'=  MB  H-  BB'  =  IB  H-  BB'. 

Donc  le  point  M  appartient  à  l'épicycloïde  décrite  par  un 
point  du  cercle  A'  qui  roulerait  sur  le  cercle  O,  du  même 
c6té  que  le  cercle  A. 

On  reconnaît  facilement  que  les  vitesses  angulaires  des 
centres  A,  A'  sont  encore  proportionnelles  aux  rayons. 

Réciproquement,  si  A'  était  le  cercle  roulant  sur  le  cercle 
fixe  O  renfermé  dans  son  intérieur,  l'épicycloïde  engendrée 
par  un  point  de  ce  cercle  pourrait  être  engendrée  par  un 
point  du  cercle  extérieur  A,  ayant  un  rayon  égal  à  la  diffé- 
rence des  deux  autres,  et  roulant  sur  O  du  même  côté  que 
le  cercle  A'. 

On  peut  tirer  de  là  la  conséquence  générale  que  toute 
épicycloïde  peut  être  engendrée  par  le  roulement  de  deux 
cercles  de  rayons  différents  stu'  un  même  cercle.  Les  rayons 
de  ces  deux  cercles  ont  une  somm.e  ou  une  différence  égale 
au  rayon  du  cercle  fixe,  et  le  point  de  contact  de  ces  cercles 
générateurs  avec  le  cercle  fixe  se  déplace  en  sens  contraire 
si  ces  deux  cercles  sont  intérieurs  l'un  à  l'autre,  et  dans  le 
même  sens  dans  le  cas  coii  traire. 
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Comment  tout  déplacement  continu, 
ramène  au  roulement  d'une  coarhe  . 


1S6.  Euler  a  démontré  qu'une  figure  tracée  sur  la  surface 
d'une  sphère  pouvait  être  amenée  d'une  position  quelconque 
à  une  autre,  sur  celte  même  surface,  par  un  seul  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  point  de  la  sphère  comme 
pôle. 

Cette  proposition,  indépendante  de  la  grandeur  du  rayon 
de  la  sphère,  s'applique  évidemment  au  plan,  et  d'ailleurs 
les  mêmes  raisonnements  peuvent  être  faits  directement 
dans  ce  cas  particulier.  On  peut  l'établir  très -simplement 
de  la  manière  suivante  : 

Soient  A,  Ai  [fig-  6q)  'es  deux  positions  successives  d'un 
même  point  du  système  mobile  ;  on  amènerait  A  en  A,  en 
donnant  à  l'ensemble  un  mouvement  de  translation  par  le- 
qnel  eliaqne  point  décrirait  une  droite  égale  et  parallèle  à 
AA|.  H  suffira  donc,  après  cela,  de  laisser  le  point  A  fixe 
en  Al  et  de  faire  tourner  le  système  autour  de  ce  point  jus- 
qu'à ce  qu'un  second  point  arrive  à  la  position  qu'il  doit 
occuper.  Or  ces  deux  mouvements  successifs  peuvent  être 
exécutés  au  moyen  d'une  simple  rotation  autour  d'un  point 
fixe.  En  effet,  menons  VA,  U  perpendiculaii-e  à  AAj,  et  par 
Al  deux  droites  faisant  avec  VU  des  angles  égaux  à  la  moi- 
tié de  l'angle  dont  le  système  adùtotu^er;  inscrivons  entre 
ces  deux  droites  les  lignes  MM',  NN'  égales  et  parallèles 
à  AAj.  Il  est  facile  de  voir  qu'après  les  deux  mouvements 
de  translation  et  de  rotation  l'un  des  deux  points  M  ou  N, 
considéré  comme  lié  au  système,  est  revenu  à  sa  première 
position.  Car  si  la  rotation  porte  de  la  direction  AiN  vers 
A,N',  et,  par  conséquent,  A, M' vers  AjN',  il  est  évident 
que  le  point  M,  parvenu   en  RI'  après   la  U'arislation,  te- 
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viendra  en  M  après  une  rotation  représentée  par  l'angle 

M'AiM.  Et  si  la  rotation  ôtaît  nn  sens  inverse,  le  point  N, 

amené  par  la  trauslalion  en  N',  sera  ramené  en  H  par  la 

rotation. 

Il  existe  donc  nn  point  du.  système  qui  se  trouve  àla  même 
place  quand  le  système  passe  d'une  position  à  l'autre,  et, 
par  conséquent,  ce  passage  peut  èire  effectué  en  faisant 
tourner  le  système  autour  de  ce  point.  Il  est  facile  de  re- 
connaître que  l'angle  de  cette  rotation  unique  est  le  même 
que  celui  de  la  première.  En  effet,  supposons  que  M  soit  Eo 
centre  de  la  rotation  finale;  le  point  Avenant  en  Ai,  l'angle 
de  rotation  sera  précisément  AMAi,  qui  est  égal  à  MA, M', 
puisque,  AAi  étant  égal  et  parallèle  à  MM',  il  en  résulte  que 
AM  est  parallèle  à  A,M. 

157.  Revenons  maintenant  au  mouvement  continu  d'une 
figure  sur  un  plan. 

Considérons  un  nombre  indéfiniment  croissant  de  posi- 
tions, infiniment  voisines,  du  système  entre  deus  quelcon- 
;jues  de  ses  positions  ;  on  pourrait  l'amener  de  chacune 
d'elles  à  la  suivante  par  une  simple  rotation  autour  d'un 
point  fixe.  Les  centres  successifs  sont  distants  les  uns  des 
autres  de  quantités  d'autant  plus  petites,  que  les  positions 
sont  plus  voisines;  et  en  les  joignant  par  des  droites  on 
forme  un  polygone  déterminé.  On  peut  maintenant  consi- 
dérer les  points  liés  au  système  mobile,  qui  viennent  suc- 
cessivement coïncider  avec  les  sommets  de  ce  polygone;  ils 
formeront  un  autre  polygone  déterminé,  mobile  avec  le  sys- 
tème, et  ayant  ses  côtés  successifs  respectivement  égaux  à 
ceux  du  polygone  fixe  sur  lesquels  ils  viendront  successive- 
ment s'appliquer.  On  peut  donc  faire  passer  le  système  par 
toutes  les  positions  intermédiaires  que  l'on  a  clioisics,  en 
faisant  rouler  un  polygone  lié  avec  lui,  sur  un  autre  polj- 
gone  fisc.  Concevons  maintenant  que  ces  positions  se  muî- 
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tiplient  indéfiniment,  on  se  rapproche  de  plus  en  plus  du 
mouvement  continu  en  question;  ces  deux  polygones  ten- 
dent vers  des  courbes  déterminées,  et  par  conséquent  le 
mouvement  donné,  quel  qu'il  soit,  peut  être  opéré  eu  liant 
une  certaine  courbe  au  système  mobile,  en  en  construisant 
luie  autre  qui  reste  fixe,  et  faisant  rouler  la  première  sur  la 
seconde  sans  glisser,  puisque  les  parties  de  polygone  qui 
s'enroulent  l'une  sur  l'autre  sont  constamment  égales.  Telle 
est  la  manière  la  plus  simple  de  se  représenter  le  mouve- 
ment continu  d'tui  système  sur  un  plan  ;  elle  rentre  dans  le 
mouvement  de  roulette  que  les  géomètres  avaient  d'abord 
considérée. 

ISS.  Les  centres  des  rotations  très-petites,  ou  les  diffé- 
rents sommets  du  polygone  fixe,  tendent  vers  des  points 
limites  qui  sont  ceux  de  la  courbe  fixe,  et  que  l'on  nomme 
centres  instantanés  de  rotation;  et  l'on  dit,  en  employant 
le  langage  infinitésimal,  que  tout  mouvement  peut  être  con- 
sidéré comme  composé  d'une  infinité  de  mouvements  de 
rotation  autour  de  ces  centres  instantanés.  Mais  il  faut  ton- 
jours  entendre  par  ce  langage,  que  nous  avons  tant  de  fois 
expliqué,  que  ce  mouvement  est  la  limite  d'une  suite  de 
mouvements  de  rotation  dont  le  nombre  croît  indéfiniment, 
et  qui  s'exécutent  successivement  autour  de  points  qm  se 
rapprochent  indéfiniment  des  centres  instantanés. 

Moyen  de  mener  la  tangente  à  la  trajectoire  d  un  point 
quelconcjue  du  système,  quand  on  connaît  les  tangentes 
aux  trajectoires  de  deux  points. 

159.  M.  CSiasles  a  déduit  de  ces  considérations  un  moyen 
de  mener  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un  quelconque  des 
points  du  systèmCj  c'est-à-dire  à  la  courbe  qu'il  décrit, 
qitand  on  sait  mener  les  tangentes  aux  trajectoires  de  deux 
de  ses  points.  Il  l'a  même  étendue  à   d'autres  cas,  comme 
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nous  le  Terrons  tout  à  l'heure.  En  effet,  nous  avons  vu  que, 
pour  avoir  la  normale  en  un  point  quelconque  d'une  de  ces 
courbes,  il  suffisait  de  joindre  ce  point  au  point  de  contact 
de  la  courbe  roulante  avec  la  courbe  fixe,  c'est-à-dire  au 
centre  instantané  de  rotation.  Si  donc  on  peut  mener  les 
tangentes  aux  trajectoires  de  deux  points  du  système,  aux 
points  correspondant  à  une  position  quelconque  de  ce  sys- 
tème, la  rencontre  des  normales  en  ces  points  fera  con- 
naître le  centre  instantané;  et  en  le  joignant  à  un  point 
quelconque  du  système  dans  cette  même  position,  on  aura 
la  normale  à  la  trajectoire  de  ce  point  :  la  tangente  s'eis- 

ExF.MPLs,  —  Supposons  qu'une  droite  de  longueur  con- 
stante se  meuve  de  manière  que  ses  extrémités  restent 
sur  deux  droites  données;  un  quelconque  de  ses  points  dé- 
crira une  ellipse  dont  la  normale  s'obtiendra  en  joignant  ce 
point  au  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  aux  deux 
droites  menées  par  les  extrémités  de  la  droite  mobile  dans 
la  position  correspondant  au  point  que  l'on  considère. 

Si,  au  lieu  des  deux  droites  fixes,  on  avait  deux  courbes 
auxquelles  on  saurait  mener  les  tangentes,  il  n'y  aurait  pas 
plus  de  difficulté.  Dans  le  cas  où  ces  courbes  sont  des  cer- 
cles, la  courbe  décrite  par  un  point  de  la  droite  inscrite  est 
d'un  grand  usage  dans  les  applications  aux  macliines. 

160.  Extension  de  cette  règle  au  cas  oà  une  droite  du 
système  est  tangente  à  une  courba  Jixe,  ou  passe  par  un 
point  jixe. 

Cette  règle  peut  être  étendue  au  cas  où  une  droite  du  sys- 
tème se  mouvrait  tangentiellement  à  une  courbe  fixe  don- 
née; cette  condition  peut  remplacer  la  connaissance  delà 
trajectoire  d'un  point. 

H  est  inutile  de  parler  du  cas  où  la  droite  roulerait  sans 
glisser  sar  la  courbe,  parce  que  le  centre  instantané  ne  se- 
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rait  autre  chose  que  son  point  de  contact  avec  cette  courbe; 
il  serait  donc  connu  et  le  problème  serait  résolu.  11  suffit 
donc  de  considérer  le  cas  où  les  longueurs  qui  s'enroulent 
l'une  sur  l'autre  sont  inégales,  et  où,  par  conséquent,  leurs 
parties  infiniment  petites  correspondantes  n'ont  pas  pour 
limite  de  leur  rapport  l'unité  ;  de  sorte  que,  ces  parties  étant 
du  premier  ordre,  leur  différence  en  est  aussi.  Soient  UV, 
U'V  {fig'  70)  deux  positions,  infiniment  voisines,  de  la 
droite  du  système  qui  reste  tangente  à  la  courbe  îiiss  SS'  ; 
M,  M' les  points  de  contact  correspondant  à  ces  deux  posi- 
tions. Lorsque  UV  se  déplace,  celui  de  ses  points  qui  était 
en  M  décrit  une  trajectoire  tangente  en  M  à  la  courbe  SS'. 
En  effet,  soit  Mi  sa  position  sur  U'V;  la  différence  entre 
M'Mi  et  l'arc  MM'  est  par  hypotbèse  du  môme  ordre  que 
MM';  mais  puisque  l'angle  des  tangentes,  ainsi  que  M'Mi 
sont  des  Infiniment  petits  du  même  ordre  que  MM',  ou  du 
premier  ordre,  la  distance  MMi  est  aussi  du  premier,  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  Mt  sur  MV  est  du  second  ;  donc 
l'angle  M,  MV  a  pour  limite  zéro;  c'est-à-dire  que  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  que  décrit  ce  point  lié  à  la  droite  UV 
coïncide  avec  UV. 

Il  suit  de  là  que,  dans  une  quelconque  des  positions  de 
UV,  son  point  de  contact  M  peut  être  considéré  comme  se 
mouvant  sur  une  courbe  fixe  tangente  en  M  à  UV.  Donc 
on  aura  le  centre  instantané  de  rotation,  en  élevant  en  M 
une  perpendiculaire  à  UV,  et  eberchant  son  point  de  ren- 
contre avec  la  normale  à  la  trajectoire  connue  d'un  autre 
point  du  système. 

ftlais  »i,  au  lieu  de  cette  trajectoire  d'un  autre  point,  on 
connaissait  une  seconde  courbe  à  laquelle  une  seconde 
droite  du  système  serait  tangente,  on  se  retrouverait  dans 
le  même  cas  que  tout  à  l'heure;  et  en  élevant  une  perpen- 
diculaire a  cette  seconde  droite  en  son  point  de  contact,  on 
aurait  une  nouvelle  droite  renfermant  le  centre  instantané 
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de  rotation,  qui  se  trouverait  ainsi  déterminé  ;  d'où  résul- 
teraient, comme  nous  l'avons  vu,  les  tangentes  aux  trajec- 
toires des  autres  points. 

161,  Si  la  courbe  à  laquelle  la  droite  du  système  est  tan- 
gente se  réduisait  à  un  point,  c'est-à-dire  si  elle  était  assu- 
jettie à  passer  par  un  point  fixe,  il  suit  de  ce  qui  précède 
que,  en  élevant  en  ce  point  une  perpendiculaire  à  la  droite, 
on  aurait  une  ligne  passant  par  le  centre  instantané.  D'ail- 
leurs la  démonstration  directe  en  est  encore  plus  facile. 

Car  soient  A  [Jîg-  71)  le  point  fixe,  Ï]V,  U'  V  deux  posi- 
tions infiniment  voisines  de  la  droite.  M' la  position  où  est 
venu  le  point  M  de  UV,  situé  d'abord  en  A;  MM'seraime 
sécante  du  lieu  décrit  par  ce  point  :  à  mesure  que  U' V  s' ap- 
procherait de  reprendre  la  position  UY,  le  point  M'  tendrait 
vers  M  et  la  sécante  MM',  ou  U'Y',  vers  UV;  cette  der- 
nière direction  est  donc  celle  de  la  tangente  au  Keu  décrit 
par  le  point  M  de  UV.  Donc  on  aura  encore  une  ligne  con- 
tenant le  centre  instantané  de  rotation,  en  menant  par  M, 
c'est-à-dire  par  A,  une  perpendiculaire  à  UV. 

^application  de  ces  différents  procédés. 

162.  i"  Conchoïde.  —  La  droite  AN  [fig,  36)  passant 
par  le  point  fixe  A,  et  son  point  M  décrivant  la  droite  XT, 
on  aura  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  un  de  ses  points 
N,  en  élevant  en  A  une  perpendiculaire  à  AN,  et  en  p,!  une 
perpendiculaire  à  XY,  puis  joignant  N  à  leur  point  de  con- 
cours O. 

On  reconnaîtrait  facilement  que  cette  solution  plus 
simple  rentre  dans  celle  que  nous  avions  trouvée  par  une 
autre  voie. 

2"  Cyssoïde.  —  Nous  considérerons  le  mode  suivaut  de 
génération  de  cette  courbe. 
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On  donne  deux  droites  rectangulaires  AC,  CZ  (fig-  27  )  ; 
on  prend  deux  longueurs  égales  CB,  BA,  et  l'on  fait  mouvoir 
un  angle  droit  AVU,  de  manière  que  VU  =  AC,  que  le 
point  XJ  se  meuve  sur  CZ,  et  que  le  côté  VA  passe  toujours 
par  le  point  fixe  A  :  le  milieu  M  de  UV  décrira  une  cys- 
soïdc  commençant  en  B  et  ayant  pour  asymptote  la  paral- 
lèle à  CZ  à  une  distance  CB'  =  CB. 

Cela  posé,  pour  mener  la  tangente  en  M,  il  suffira  d'éle- 
ver en  U  une  perpendiculaire  à  la  droite  CZ,  sur  laquelle 
se  meut  le  point  U  de  la  ligure  mobile,  et  en  A  mie  perpen- 
diculaire à  AV  ;  le  point  de  rencontre  de  ces  droites  sera  le 
centre  instantané,  et,  en  le  joignant  en  M,  on  aura  la  nor- 
male à  la  cyssoïde. 

3"  ^ngle  droit  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  ellipse. 
—  Il  suffira  de  mener  des  perpendiculaires  aux  côtés  de 
l'angle,  en  chacun  des  points  de  contact,  et  de  joindra  leur 
point  de  rencontre  au  sommet  de  l'angle  mobile;  on  aura 
ainsi  la  normale  au  lieu  décrit  par  ce  sommet.  Cette  nor- 
male sera  la  seconde  diagonale  d'un  rectangle  dont  l'autre 
sera  la  corde  de  contact  ;  elle  passera  donc  par  le  milieu  de 
cette  corde  et,  par  suite,  par  le  centre.  On  voit  donc  que 
toutes  les  normales  au  lieu  en  question  passent  par  le  centre 
de  l'ellipse;  donc  ce  lieu  est  un  cercle  concentrique  à  l'el- 
lipse. On  aura  son  rayon  en  prenant  les  côtés  de  l'angle 
parallèles  aux  axes;  on  trouvera  ainsi  tja"  -4-  6',  en  dési- 
gnant les  demi-axes  par  «,  5. 

Ijes  mêmes  raisonnements  s'appliquent  immédiatement 
à  l'hyperbole,  mais  le  problème  n'est  pas  toujours  possible. 
Dans  le  cas  de  la  parabole,  toutes  les  normales  au  lieu  se- 
ront parallèles  à  l'axe;  par  conséquent,  ce  lieu  sera  une 
droite  perpendiculaire  à  l'axe  :  et  l'on  reconnaît  (acileinent 
que  c'est  la  directrice. 
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163.  Considérons  une  courbe  dont  l'équation  renferme 
une  constante,  ou  paramètre,  à  laquelle  on  donne  une  série 
de  valeurs,  variant  d'une  manière  continue.  Pour  chacune 
de  ces  valeurs,  on  aura  une  courbe  déterminée.  Ces  courbes 
changeront  de  forme  et  de  position  ;  et,  si  leurs  points  lais- 
saient une  trace  sur  le  plan,  il  arriverait  généralement 
qu'il  y  aurait  une  partie  du  plan  sur  laquelle  ces  traces 
seraient  imprimées,  et  une  autre  partie  où  il  n'en  existerait 
pas.  La  séparation  de  ces  deux  parties  sera  une  ligne  avec 
laquelle  les  courbes  variables  auront  un  point  commun, 
mais  qu'elles  ne  pourront  couper,  puisqu'alors  elles  péné- 
treraient dans  la  région  où  cependant  elles  n'ont  aucun 
point,  par  l'hypothèse  même.  Cette  ligne  de  séparation  est 
donc  tangents  à  toutes  ces  courbes,  et  on  la  nomme  leur 
enveloppe. 

Hous  avons  déjà  traite  un  cas  particulier  de  celte  ques- 
tion générale,  celui  où  la  ligne  mobile  est  droite;  et  nous 
avons  démontré  que  si,  pour  chacune  des  positions  de  cette 
droite,  on  cherchait  la  limite  de  sa  rencontre  avec  la  droite 
infiniment  voisine,  on  obtenait  un  point  d'tme  courbe  à  la- 
quelle ces  droites  sont  constamment  tangentes. 

Il  s'agit  maintenant  de  généraliser  ces  considérations. 
Pour  cela,  considérons  une  quelconque  des  courbes  en  ques- 
tion et  deux  autres  infiniment  voisines,  l'une  précédant, 
l'autre  suivant  la  première  5  et  supposons  que  celle-ci  soit 
coupée  par  chacune  des  deux  autres,  ce  qui  peut  très-bien 
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ne  pas  arriver.  Joignons  ces  deux  points  de  rencontre  infi- 
niment voisins  par  une  droite  ;  ce  sera  une  se'cante  à  !a 
courbe,  d'autant  plus  voisine  de  la  tangente  que  les  courhes 
seront  plus  rapprochées. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  toutes  les  courbes 
infiniment  voisines,  dans  toute  l'étendue  des  valeurs  du 
paramètre  pour  lesquelles  les  courbes  infiniment  voisines 
se  coupent,  on  construira  un  polygone  à  côtés  infiniment 
petits  et  auquel  les  courbes  variables  tendront  de  plus  en 
plus  à  être  tangentes,  à  mesure  que  l'on  considérera  un 
plus  grand  nombre  de  courbes  intermédiaires.  De  sorte  que 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  lieu  de  ces  points  de  ren- 
contre est  une  courbe  tangente  à  toutes  les  proposées;  et, 
sur  cbacune  de  celles-ci,  on  aura,  le  point  appartenant  à 
l'enveloppe,  en  cherchant  la  limite  de  son  point  de  ren- 
contre avec  une  autre  qui  s'en  rapproche  indéfiniment.  Le 
problème  est  donc  ramené  à  la  recherche  de  la  limite  d'nn 
point,  après  quoi  il  rentrera  dans  les  questions  ordinaires 
de  lieux  géométriques.  Le  calcul  de  cette  limite  peut  être 
indiqué  d'une  manière  générale. 

Soit 
(,)  F(^,j,«)  =  û 

l'équation  d'une  quelconque  des  courbes,  a  désignant  le 
paramètre  variable.  Une  courbe  infiniment  voisine  corres- 
pondra à  un  accroissement  infiniment  petit  h  de  a,  et  aura 
pour  équation 

(2)  F(..,j,  «-h^)=<). 

Les  valeurs  de  x  et  j',  tirées  de  ces  deux  équations,  ten- 
dront vers  les  coordonnées  du  point  limite  à  mesure  que 
l'on  y  fera  tendre  /i  vers  zéro.  C'est  ce  que  l'on  pourra  eiTec- 
tuer  dans  chaque  cas  particulier;  mais  il  est  possible  de 
ramener  ce  calcul  à  une  coîtsidératiou  générale. 
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Remarquons  d'abord  que,  puisque  nous  désignons  par  le 
même  signe  F  les  fonctions  qui  expriment  les  deux  mem- 
bres de  ces  équations,  nous  supposons  que  ces  fonctions 
ont  une  forme  unique,  que,  par  exemple,  il  ne  s'y  trouve 
pas  de  radicaux  affectésde  double  signe  ;  car  il  faudrait  alors 
s'assiu-er  si,  pour  le  point  de  rencontre,  les  signes  doivent 
être  pris  de  la  même  manière,  sans  quoi  la  fonction  ne  se- 
rait pas  la  même  dans  les  deux  équations.  Pour  éviter  ces 
difficultés,  nous  admettrons  que  la  forme  de  l'équation  don- 
née a  été  modifiée,  s'il  l'a  fallu,  de  manière  à  devenir 
unique. 

Retranchant  les  équations  (i),  (a),  on  aura  une  équa- 
tion qu'on  pourra  substituer  à  (2)  sans  changer  les  solutions 
communes  ;  on  peut  encore  diviser  par  h,  et  les  coordon- 
nées du  point  de  rencontre  des  deux  courbes  infiniment 
voisines  seront  données  par  l'équation  (i)  et  la  suivante  1 

^     I  h  ~ 

On  aura  donc  les  coordonnées  du  point  limite  en  cher- 
chant les  solutions  communes  à  l'équation  (i)  et  à  celle 
dont  le  premier  membre  serait  la  limite  vers  laquelle  tend 
celui  de  l'équation  (3)  lorsque  h  tend  vers  zéro,  c'est-à- 
dire  la  dérivée  de  F  (x,  j",  a)  par  rapport  à  a. 

Ainsi,  potn:  chaque  position  de  la  courbe  mobile,  le  point 
de  la  courbe  enveloppe  sera  détenniné  par  les  équations 

F(..,r,»)=o,     F'(=)  =  o, 

et  si  Ton  veut  le  lieu  de  ces  points,  il  sulïît  d'éliminer  a 
entre  ces  deux  équatioas. 

Remarquons  que  si,  dans  une  de  ces  positions,  la  courbe 
n'est  pas  coupée  par  les  voisines,  cela  annoncera  qu'elle 
n'aura  aucun  point  conunuii  avec  l'enveloppe.  Dans  ce  cas, 
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cette  dernière  courbe  ne  sera  tangente  qu'aux  courbes  cor- 
respondant aux  Taleurs  de  a  comprises  entre  certaines 
limites,  comme  nous  en  citerons  des  exemples. 

164'.  applications.  —  i°  Soient  deux  droites  parallèles 
BU,  B'U'  {fig.  73)  coupées  par  une  troisième  BB',  et  une 
droite  MM'  qui  se  meut  de  manière  que  l'on  ait  toujours 

BM.B'M'^ra'; 

trouver  l'enveloppe  de  ces  droites.  Prenons  pour  origine  lo 
milieu  A  de  BB',  pour  axes  la  droite  ABX  et  une  parallclo 
àBM,  et  faisons  BB'^a«. 

En  prenant  pour  équation  de  M'M 


on  devra  avoi 

r,  entre  a,  6,  la  condition 

d'où 

e'-..=«^ 

'  =  m\ 

%^±\!â' 

«"^m% 

et  l'équation 

de  la  droite  sera 

y  ---  «--^  ±  s' 

Va'  +  m=. 

Pour  faire 

disparaître  la  doi 

ible  forme,  o} 

{y  —  cixf     : 

■«'K'-hm', 

y 

-'-:î«..j-;-«'(..^ 

-«=)-«.=  = 

Égalant  à  zéro  la  dérivée  par  r 

apport  à  a,  il 

—  ^j-t-a{:<:' 

■~a')--=o; 

L  éliminant  «  entre  cette  équation  et  la  précédente,  c 
Li'a  pour  équation  de  l'enveloppe 
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On  peut  remarquer  que  si  l'équation  de  la  droite  avait  été 
résolue  par  rapport  à  «,  ce  qui  aurait  donné  un  double 
signe,  le  calcul  devenait  illusoire,  et  l'on  se  trouvait  dans  le 
cas  dont  il  a  été  parlé  en  général. 

2°  Supposons  maintenant  un  cercle  variable  ayant  pour 
cquatîon 

a  étant  le  paramètre  variable. 

Faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  mei'.ibre, 
et  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  ou  encoru  prenant 
ies  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  a,  on  trouve 

Eliminant  a  entre  (i)  et  (a),  on  a  pnur  lîqaation  de  l'enve- 
îoppe 


parabole  qui  a  pour  axe  la  droite  sur  laquelle  se  meut  le 
centre  du  cercle.  Son  sommetG  {fig.  74)  est  à  une  distance 


3  des 


J  ^ 


pour  ordonnées  t^l  — 

Cette  question  offre  uu  exemple  du  cas  où  toutes  les 
courbes  mobiles  ne  sont  pas  touchées  par  l'enveloppe.  En 
effet,  les  équations  (i),  (2)  donnent  pour  coordonnées  du 
point  limite  de  l'intersection  des  deux  cercles 


'-,     y 


-/"(«-?)• 


Ainsi,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  moindres  qiic  —  )  le 
cercles  successifs  ne  se  coupent  pas  ;  ils  sont  intérieurs  l'ui 
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à  l'autre.  Pour  rt  =  ^,  on  a 


ce  qui  donne  le  poinl  C.  Lfis  valeurs  plus  grandes  de  a,  jus- 
qu'à l'infini,  donneront  tous  les  points  de  la  parabole. 

Causticfues. 

I60.  Lorsque  des  rayons  de  lumière  ou  de  chaleur,  éma- 
nes d'un  même  point  dans  toutes  les  dîreetions  situées  dans 
un  même  plan,  sont  réficeliis  à  leur  point  de  rencontre  avec 
une  courbe  située  dans  ce  plan,  de  manière  que  les  angles 
des  rayons  incidents  et  réfléchis  avec  la  normale  à  cette 
courbe  soient  égaux,  l'enveloppe  des  rayons  réfléchis  se 
nomme  caustique  par  réflexion,  relativement  à  cette  courbe 
et  au  foyer  de  chaleur  ou  de  lumière. 

Si  les  rayons  étaient  réfractés  au  point  où  ils  rencontrent 
la  courbe,  l'enveloppe  se  nommerait  caustique  par  réfrac- 
tion. Ces  courbes  ont  dans  la  Physique  une  utilité  dont  nous 
ne  parlerons  pas  ici.  Pour  les  obtenir,  on  cherchera,  sur 
un  rayon  réfiéchi  ou  réfracté  quelconque,  la  limite  de  son 
point  de  rencontre  avec  tm  rayon  infiniment  voisin,  puis  le 
lieu  des  points  ainsitrouvés.  Ce  point  limite  peut  être  trouvé 
parle  calcul,  en  cherchant  l'équation  générale  des  rayons 
réfléchis  ou  réfractés  ;  on  peut  aussi  le  trouver  souvent  plus 
simplement  par  des  considérations  géométriques  :  nous 
allons  en  donner  quelques  exemples,  en  nous  bornant  aux 
caustiques  par  réflexion. 

Considérons  d'abord  généralement  la  question  pour  un» 
courbe  quelconque. 

Supposons  qu'un  rayon  de  lumière  parte  d'un  point 
donné  A  [flg-  75}  et  se  réfléchisse  en  B  sur  une  courbe  don- 
née, en  faisant  avec  la  normale  BV  un  angle  TBX  =  ABV. 
Cale.  inf.  D.~  I.  i4 
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Considérons  un  autre  rayon  infiniment  voisin,  partant 
de  A  et  se  réfléchissant  en  M  sur  la  courbe.  Ce  rayon  ré- 
fléchi rencontre  le  premier  en  X, 

Cela  posé,  on  demande  la  limite  A,  du  point  X,  lorsque 
M  se  rapproche  indéfiniment  de  B. 

On  suppose  connue,  d'après  la  nature  de  la  courbe,  la 
limite  m  du  rapport  de  l'angle  0  des  deux  normales  à  l'an- 
gle A  correspondant. 

Les  deux  triangles  MHX,  BHO,  ayant  un  angle  égal  H, 
donneront,  en  désignant  par  a,  «'  les  deux  angles  d'inci- 
dence successifs, 

X  —  O  ^  OBH  —  IIMX  -^rj-  —  -J; 

les  deux  triangles  BAK,  MOR  donneront  de  môme 

O  —  A  =  «  —  ■-.', 
d'oii 

X  --  O  --•  0  —  A     ou     X  -;-  A  =  2O. 

On  aura  maintenant  les  deux  proportions  suivantes  : 

MX  :  MI  :  :  sini  :  sinX,  BA  :  El  ;  :  siiil  :  sînA, 
d'uii 

MX.ffl.  sinX 

BA  '  BI  ■■  *  siuA' 

^     .,  1      1-     ■        1  M[ 

Or  on  reconnaît  lacilemcnt  que  la  limite  du  rapport  — 

est  l'unité,  parce  que,  dans  le  triangle  BIM,  les  deux  an- 
gles B  et  M  ont  une  même  limite  finie.  Donc 

,.     MX       ,.     sinA       ,.     A       ,.  A  i 

^^■^  IT  =^  ^™  siiTx  =  ^'"' X  =  ^"^  ÏÔ-- A  ^  .-^^  ■ 

Donc  enfin,  en  observant  que  R'IX  et  BX  ont  même  limite 
A,B,  on  aura 

AB 
AiE=i  ■ . 
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La  limite  m  peut  s'exprimer  aii  moyen  du  rayon  de 
courbure  R  et  de  l'angle  d'ïncîdcnce  a.  En  effet,  on  peut 
prendre 

''       R 


.        BH, 

BMC05K_ 

'^=ÏB  = 

'"ivB      ' 

donc 

-i-" 

AB 

A,B^- 

d'où 

is^'"  a;b 

R.  cosa  ' 

siAB  =  », 

Jppli 

160.  i"  Cercla.  - — Un  faisceau  de  rayons  parallèles  situés 
dans  le  plan  d'un  cercle  O  ^fig-  76)  est  réfléchi  par  la  cir- 
conCérence  de  ce  cercle  ;  on  demande  la  limite  du  point  X 
où  le  rayon  PM,  après  s'être  réiléclii  suivant  MV,  est  ren- 
contré par  le  rayon  réfléchi  inflniment  voisin  NX. 

Cette  question  rentre  dans  la  précédente,  en  supposant 

Ot!  aura  donc  d'abord 


n-le  MNX  donnera 


Passant  à  la  limite,  et  observant  que  NX  a  môme  limite 
que  MX,  et  que  l'angle  KMX  a  pour  limite  le  complément 

>4. 
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de  a,  le  premier  membre  devieiiclrc 


Quant  au  second  membre,  on  pourra,  sans  changer  sa 
limite,  remplacer  la  corde  MN  par  l'arc  qui  est  le  produit 
du  rayon  du  cercle  par  l'angle  O;  remplaçant  ensuite  X  par 
aO,  et  substituant  l'angle  infiniment  petit  à  son  sinus,  on 

trouvera  —  pour  limite  du  second  membre. 

On  conclut  de  là 


Clierclions  maintenant  le  Heu  des  points  X,  e'est-à-dire 
la  caustique. 

Soient  ce  (fig-  77)  le  diamètre  parallèle  aux  rayons,  et 
H'PH  un  rayon  incident  quelconque;  on  aura  le  rayon  rc- 
fléchi  en  faisant  l'angle  OHH,  =  OHH'. 

On  a  vu  précédemment  que  le  point  M  de  la  caustique 

s'obtenait  en  prenant 

HP 
HMi^:m  =  — . 

Soit  N  le  milieu  do  HO,  la  ligne  NI  sera  parallèle  à  PO; 
donc  l'angle  I  et,  par  suite,  l'angle  M  seront  droits;  et,  par 
conséquent,  le  cercle  décrit  sur  HN  comme  diamètre  pas- 
sera par  ï  et  M.  Les  deux  angles  MHN,  AON  seront  égaux 
entre  eux,  eonune  étant  l'un  et  l'autre  égaux  à  IHN. 

Or,  si  l'on  décrit  du  centre  O  avec  un  rayon  OA  =^  — 

un  cercle  qui  sera  tangent  au  cercle  HiVIN,  l'angle  au  centre 

AON  aura  pour  mesure   —  ^   et  l'angle  MHN  inscrit  dans 
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:  cercle  dout  le  diamètre  est  égal  à  AN  aura  pour  me- 


Oii  aura  donc  égalité  entre  les  arcs  MîN",  AN,  puisque  les 
deux  angles  sont  égaux. 

D'où  il  résulte  que  le  point  M  de  la  caustiijue  appartient 
à  l'épicycloïde  décrite  à  partir  de  l'origine  A  par  un  cercle 
dont  le  rayon  est  le  quart  de  celui  du  eercle  donné,  roulant 
sur  un  cercle  concentrique  au  cercle  donné,  et  d'un  rayon 
moitié  moindre. 

2°  Caustique  par  réflexion  d'une  spirale  logarith- 
mique, en  supposant  le  point  lumineux  au  pôle. 

Soient  M,  M'  [fig-  78)  deux  points  infiniment  voisins 
pris  sur  la  spirale  ;  MO,  M'O  les  normales  ;  AM,  AM'  deux 
rayons  incidents,  et  MX,  M'X  ces  mêmes  rayons  après  la 
réflexion. 

Il  fautd'abord  trouver  la  limite  du  point  X  quand  M' tend 
vers  M. 

Les  angles  des  rayons  vecteurs  avec  la  normale  étant 
constants,  d'après  la  nature  de  la  courbe,  et  l'angle  de  ré- 
Hexion  étant  égal  à  celui  d'incidence,  on  reconnaît  immé- 
diatement que  les  trois  angles  A,  O,  X  sont  égaux. 

Donc  les  cinq  points  M',  M,  A,  O,  X  sont  sur  un  même 
cercle.  La  limite  de  ce  cercle  est  celui  qui  passerait  par  les 
deux  points  A,  IM,  et  aurait  en  M  la  même  tangente  que  la 
courbe.  Traçant  donc  ce  cercle,  le  point  I,  où  il  coupera 
le  rayon  réilécLi,  sera  un  point  de  la  caustique. 

Si  l'on  veut  connaître  le  lieu  des  points  I,  il  suffira  de  re- 
marquer que  le  triangle  AMI  est  isoscèle,  puisque  les  cordes 
MA,  MI,  symétriques  par  rapport  au  diamètre  MO',  sont 
égales,  et  que  l'angle  AMI  est  constant;  donc  le  rapport  de 
AI  à  AM  est  constant,  ainsi  que  l'angle  lAM. 

Donc  les  points  I  appartiennent  à  une  spirale  identique 
à  la  proposée,  et  que  l'on  fera  coïncider  avec  elle  en  la  fai- 
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sant  tourner  autour  du  pôle,  jusqu'à  ce  qu'un  quelconque 
de  ses  points  vienne  s'appliquer  sur  la  spirale  donnée. 

De  l'enveloppe  d'une  courbe  déforme  invariable  liée  à 
une  courbe  qui  roule  sur  une  autre. 

167.  Soient  HMK  {Jîg-  79)  la  courbe  enveloppée,  M  le 
point  où  elle  touche  l'enveloppe  UV;  H' M'K' la  première 
courbe  dans  une  position  infiniment  voisine,  M' le  point  où 
elle  touche  l'enveloppe.  Les  points  de  contact  de  la  courbe 
mobile  et  deUV  se  déplacent  d'une  manière  continue  sur 
cette  coiu-be  mobile  ;  de  sorte  que  le  point  M  de  HK  est  si- 
tué sur  H'K'  à  une  distance  inSniment  petite  de  M'.  Ce  point 
est  donc  à  une  distance  infiniment  petite  du  second  ordre 
de  TJV,  puisque  la  courbe  H'K'  est  tangente  à  UV  en  M'. 

D'oti  il  résulte  que  le  lieu  décrit  par  le  point  M  de  la 
courbe  mobile  est  tangent  en  M  à  DV,  et  par  conséquent  à 
HR. 

Ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

X-es  points  oU  une  courbe  mobile  invariable  touche  son 
enveloppe,  dans  une  quelcon(/ice  de  ses  positions,  sont  ceux 
qui  décrivent  des  trajectoires  tangentes  à  la  courbe  mo- 
bile dans  la  position  que  l'on  considère. 

Or  la  trajectoire  d'un  point  lié  à  la  courbe  roulante  a 
sa  tangente  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  point 
que  l'on  considère  au  centre  instantané  de  rotation,  et  ce 
centre  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  avec  la 
courbe  fixe. 

Donc,  enfin,  pour  une  position  quelconque  de  la  courbe 
m.obîle,  on  aura  les  points  où  elle  touche  l'enveloppe,  en 
abaissant  du  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  toutes 


spos 


libles  sur  la  courbe  mobile. 


Exemple.  —  Un  cercle   dont  le  centre  est  0'  [fig- 
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roule  sur  un  cercle  fixe  dont  le  centre  est  O  ;  trouver  l'en- 
veloppe d'un  diamètre  déterminé  du  premier. 

Soient  CC  une  position  quelconque  du  diamètre  eu  ques- 
tion, et  B  le  point  du  cercle  0,  avec  lequel  le  point  C  a 
coïncidé;  les  arcs  AB  et  AC  seront  égaux. 

Pour  avoir  le  point  de  CC  qui  appartient  à  son  enve- 
loppe, il  faut  abaisser  du  point  de  contact  A  des  deux 
cercles  une  perpendiculaire  AI  sur  CC  :  I  sera  le  point 
cherclié. 

Or,  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  AO'  comme  diamètre,  il 
passera  par  I,  et  l'angle  AOl  considéré  successivement 
comme  inscrit  dans  ce  cercle,  et  comme  ayant  son  sommet 
au  centre  du  cercle  roulant,  aura  pour  mesure 

arcAI  arcAC 


Donc  l'arc  AI' est  égal  à  AC  et  par  suite  à  AB.  Le  point  I 
appartient  donc  à  l'épicycloïde  décrite  par  le  cercle  de  dia- 
mètre AO',  roulant  sur  le  cercle  fixe.  Cette  épicycloïde  est 
donc  l'enveloppe  cherchée. 

Autre  EXEMPLE.  —  Considérons  maintenant  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  sont 
assujetties  à  rester  sur  deux  courbes  données;  on  aura  le 
point  appartenant  à  l'enveloppe  en  menant  d'abord  les 
normales  aux  deux  courbes  aux  extrémités  de  la  droite  : 
leur  point  de  rencontre  sera  le  centre  instantané,  et  il  suf- 
fira d'abaisser  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
inscrite  pour  avoir  le  point  de  la  courbe  enveloppe. 

En  appliquant  cette  construction  au  cas  où  les  deux 
courbes  se  réduisent  à  des  droites  perpendiculaires,  on  re- 
tombe sur  un  résultat  précédemment  obtenu. 
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Rayon  de  courbure  do  l'enveloppe  d' une  courbe  de  forma 
invariahle  liée  à  une  coiu-be  qui  roule  sur  une  auU'e. 

168.  Soient  la  courbe  U'V  {fig.  8i)  roulant  sur  UV, 
HK  la  courLe  liée  à  U'V,  et  H'K'  son  enveloppe.  Soient  A 
le  point  de  contact  de  UV,  U'V  dans  une  position  quel- 
conque; O,  O'  les  centres  de  courbure  de  ces  deux  lignes; 
R,  R'  leurs  rayons  de  courbure;  n  la  longueur  de  la  nor- 
male AM  abaissée  de  A  sur  HK;  ç  l'angle  qu'elle  fait  avec 
la  normale  commune  OA'O, 

D'après  ce  qui  précède,  le  point  M  appartient  à  l'enve- 
loppe de  HK,  Pour  avoir  un  point  de  cette  même  coui'be 
inâniment  voisin  de  M,  prenons  sur  UV,  U'V  deux  arcs 
égaux  infiniment  petits  AN,  AN',  que  nous  désignerons  par 
w,  et  abaissons  de  W  une  normale  N'B'  sur  HK.  Lorsque, 
dans  le  roulement  de  U'  V,  N'  sera  venu  coïncider  avec  W, 
le  point  B'  de  HK  sera  devenu  le  point  de  l'enveloppe, 
puisque  jV'B'  sera  alors  la  normale  abaissée  sur  HK  du  point 
de  contact  N  des  deux  courbes  UV,  U'V.  Soit  Bla  position 
que  B'  aura  prise  ainsi,  BN  sera  la  normale  commune  à 
l'enveloppée  et  à  H'K';  le  point  X,  où  elle  rencontre  la  nor- 
uiale  infiniment  voisine,  a  pour  limite  le  centre  de  courbure 
de  l'enveloppe,  et  nous  le  considérons  dans  nos  calculs 
comme  étant  ce  point  même. 

De  même  nous  considérerons  le  point  de  rencontre  I  des 
deux  normales  à  HK  aux  points  infiniment  voisins  M,  B', 
comme  étant  le  centre  de  courbure  de  HK,  et  nous  ferons 

MI=f',     ÏIX  =  p. 

Cela  posé,  lorsque  le  point  N  sera  devenu  le  point  de 
contact,  le  système  mobile  aura  tourné  d'une  quantité 
angulaire  égale  à  l'angle  que  faisaient  les  deux  tangentes 
en  N,  K',  lorsque  A  était  le  point  de  contact.  Cet  angle,  qui 
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est  le  même  que  celui  des  normales  NO,  K'O',  est  égal  à  la 

somme  des  angles,  O,  0'  ou  à  ^  -+-  ^,  • 

Mais,  d'une  autre  part,  la  ligne  N'B'I  étant  venue  (loïn- 
eider  avec  BNX,  la  quantité  dont  le  système  a  tourné  doit 
être  égale  à  la  somme  des  angles  I,  X;  d'où  il  résulte 

O  +  0'  =  I  -^  X. 

Pour  évaluer  les  angles  I,  X,  on  abaissera  de  A  des  per- 
pendiculaires sur  ÏN'  et  BX;  elles  auront  pour  valeur 
wcosiç,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 


d'où  résultera  l'équatioi] 


(4) 


R 


ce  qui  détermine  p  au  moyeu  de  R,  It',  p\  n,  (f . 

On  voit  donc  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
quelconque  de  l'enveloppe  ne  dépend  que  des  rayons  de 
courbure  des  trois  courbes  U'V,  U'V,  HK,  et  non  de  ces 
courbes  mêmes;  de  sorte  que,  pour  cette  détermination, 
on  pourrait  les  remplacer  par  leurs  cercles  osculateurs, 
correspondant  à   la  position   quelconque  que  l'on,    consi- 

i69.  On  retomberait  dans  le  cas  primitivement  examiné 
si  l'on  supposait  que  le  rayon  de  courbure  p'fût  constamment 
nul,  parce  que  la  courbe  HK  se  réduirait  alors  à  un  point. 
On  voit,  en  efïct,  que  l'équation  (4)  coïncide  avec  l'cqua- 
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tion  (i)  lorsqiie  l'on  fait  p'=  o.  La  première  question  n'est 
donc  qn'un  cas  particulier  de  la  seconde,  et  l'équation  géné- 
rale (4)  renferme  la  solution  de  l'une  et  de  l'autre;  on 
pourra  donc  se  borner  à  conserver  cette  dernière  formule. 

Exemple.  —  Appliquons  la  formule  (4)  an  cas  déjà  exa- 
miné, où  les  courbes  UV,  U'V  sont  des  cercles,  et  HK  nn 
(.lîamètre  de  ce  dernier. 

Il  faut  alors  supposer  R,  R'  constants  et  p'  ^=  oo  ,  ce  qui 
réduit  d'abord  la  formule  (3)  à  la  suivante 


R       R' 

ifjxprirnant  cos  ©  an  moyen  de  «,  d'après  la  relation  évidente 
n  =^  R'cosij),  il  vient 

En  comparant  cette  valeur  à  la  formule  générale  (3)  rela- 
tive aux  épicycloïdes,  on  reconnaît,  comme  cela  devait 
être,  que  p  est  le  rayon  de  courbure  d'une  épicycloïde  décrite 

par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  —  roulant  sur  un  cercle 
de  rayon  R. 

Mesiu'c  du  glissement  de  la  courhe  mobile  sur  son 
enveloppe. 

i70.  Si  l'arc  MB  pouvait  être  égal  à  MB',  la  courbe  HK 
roulerait  sans  glisser  sur  H'K'.  Cela  n'est  pas  possible, 
parce  que  le  système  mobile  devrait  alors  tourner  autour 
du  point  de  contact  M  supposé  immobile,  ce  qui  ne  peut 
être,  puisque  le  point  A  l'est  hiî-iucmo.    Car  les  vitesses 


y  Google 


DES    QTTAMTITÉS    CONSIDÉRÉES    COMME    LIMITES.  3ig 

de  tous  les  points  seraient  nulles,  si  celles  de  deux  points 
l'étaient;  et  si  tout(;s  les  vitesses  étaient  nulles  à  chaque 
instant,  le  système  serait  constamment  dans  la  même  posi- 
tion. 

Wous  allons  d'ailleurs  reconnaître  que  le  calcul  donne 
des  valeurs  essentiellement  différentes  pour  MB  et  MB'.  En 
effet,  on  a 


Mp-")(y-!-") 


MB: 

-,■%_-.  P"*-"" 

■-1 

MB'--p'I^- 

donc 

■  p—/ 

MB- 

MB'r^. 

«c 

'Mï-''- 

P'- 

î_)=,„„c, 

et,  en  vertu 

de 

l'équation 

(4): 

'■'{i" 


=  7ïfOH-0'). 


C'est  ainsi  que  M.  Savary,  après  avoir  établi  la  for- 
mule {4)  dans  ses  feuilles  sur  les  engrenages,  a  donné  le 
calcul  de  l'arc  de  glissement  dont  la  considération  est  in- 
dispensable dans  la  tbéorie  des  machines. 

171 .  Mais  nous  allons  montrer  comment  il  est  possible 
de  calculer  cet  arc  de  glissement  sans  introduire  les  rayons 
de  courbure  des  deux  courbes  qui  glissent  l'une  sur  l'autre, 
et,  par  conséquent,  sans  avoir  besoin  de  connaître  la  for- 
mide(4). 

En  elfet,  avant  de  calculer  cette  formule,  nous  avons 
fait  voir  que  si  l'on  prenait  deux  arcs  infiniment  petits 
égaux  AN,  AN'  sur  UN,  U'V;  que  de  N'  on  abaissât  une 
normale  N'B'  sur  HK,  et  de  N  une  normale  NB  sur  H'K', 
le  point  B'  de  la  courbe  mobile  venait  prendre  la  position 
B,  lorsque  W  coïncidait  avec  N. 

Or  les  arcs  MB',  MB  étant  tangents,  le  point  B'  peut  être 
considéré  comme  appartenant  à  l'arc  MB,  en  négligeant  les 
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infiniment  petits  du  second  ordre.  Donc  on  peut  prendre 
M'B  pour  la  différence  MB  —  MB',  ou  l'arc  de  glissement. 
Mais  B'B  peut  aussi  être  regardé  comme  un  arc  de  cei'clc 
décrit  du  centre  A  avec  le  rayon  7^,  pendant  que  le  système 
tourne  de  l'angle  O  H-  O'  pour  arriver  à  sa  seconde  position, 

MB--MB'  =  ,;(0  -■■-0')  =  n<.J~+-^]. 


yGoosle 


i    QUAMTITÉS    COKSIDÉRÉES    COMME    LIMITES. 


CHAPITRE  XXII. 

CERCLE  OSCULATEUB. 


172.  De  même  qu'il  a  été  intéressant  de  chercher  la 
limite  de  la  direction  suivant  laquelle  on  passe  d'un  point 
d'une  eourbe  à  un  autre  infiniment  voisin,  et  que  nous 
avons  appelée  la  direction  même  de  la  courbe  en  ce  point, 
de  même  il  est  naturel  de  chercher  le  cercle,  c'est-à-dire  la 
ligne  la  plus  simple  après  la  droite,  qui  serait  la  limite  de 
ceux  qui,  ayant  un  point  donné  commun  avec  une  courbe, 
ont  encore  dans  le  voisinage  autant  de  points  communs 
avec  elle  que  le  comporte  la  nature  du  cercle.  De  là  ce 
problème  : 

Trouver  la  limite  des  cercles  qui  passent  par  un  point 
donné  d' une  courbe,  et  par  deuœ  autres  points  de  la  même 
cowbe,  infiniment  voisins  du  premier. 

Ce  cercle  limite  se  nomme  cercle  osculateur. 

Soient  M  (^g-.  82}  un  point  d'une  courbe  quelconque  ;  N, 
P  deux  autres  de  ses  points  infiniment  voisins  du  premier; 
faisons  passer  un  cercle  par  ces  trois  points.  On  sait  que 
dans  tout  cercle  un  arc  est  égal  au  produit  du  diamètre  par 
l'angle  inscrit  opposé  :  d'après  cela,  en  désignant  par  /■  le 
rayon  du  cercle  qui  passe  par  les  points  M,  N,  P,  on  aura, 
en  désignant  l'arc  de  cercle  par  MP,  et  observant  que 
l'angle  inscrit  est  égal  à  l'angle  extérieur  N, 

MP 
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et  l'on  pourrait  encore  prendre  le  rapport  de  la  corde  an 
sinus  de  W. 

Mais  nous  avons  vu  que  l'angle  extérieur  N  est  égal  à  la 
moitié  de  la  courbure  w  de  l'arc  MP  de  la  courbe,  en  né- 
gligeant une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  cet 
angle  ;  et  d'ailleurs  le  rapport  de  l'arc  de  cercle  MP  à  l'arc 
de  la  courbe  a  pour  limite  l'unité,  puisque  leur  corde  est 

la  même.  La  limite  de  —  est  donc  la  même  que  celle  de 

arc BIP 

^ 5  arc  MP  désignant  l'arc  de  la  courbe  donnée. 

Si  donc  on  représente  par  R  la  limite  de  /■,  ou  le  rayotï 
du  cercle  osculatem-,  on  aura 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  rayon  du  cercle  de  courbure. 
11  est  d'ailleurs  évident  que  ce  cercle  est  tangent  à  la  com-be 
en  M,  puisque  la  limite  de  la  direction  MN  sera  une  tan- 
gente commune. 

Le  cercle  osculateur  se  confond  donc  ai'oc  te  cercle  de 
courbure. 

Remarque.  — -  Nous  devons  faire  ici  une  observation  im- 
portante. Les  raisonnements  précédents  n'imposent  aucune 
condition  à  la  position  du  point  N  entre  M  et  P  ;  elle  peut 
diviser  l'arc  MP  en  deux  parties  du  même  ordre  ou  d'un 
ordre  diiférent;  l'angle  extérieur  pouvant  toujours  être 
remplacé  par  la  moitié  de  la  courbure  de  l'arc  MP,  on 
arrivera  toujours  au  même  résultat.  On  pourrait,  par  con- 
séquent, faire  coïncider  M  et  N,  c'est-à-dire  mener  un 
cercle  tangent  en  M  à  Ja  courbe  et  passant  par  le  point 
infiniment   voisin  P,    et  l'on  trouverait  le   même  cercle 
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C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  reconnaître  directement; 
il  suffira  de  remplacer  l'angle  N  par  celui  de  la  tangente 
en  M  avec  la  corde  MP  :  le  diamètre  du  cercle  variable  sera 
!e  rapport  de  l'arc  de  cercle  MP  à  cet  angle,  qui  peut  Être 
remplacé  par  la  moitié  de  la  courbure  de  l'arc  MP  de  la 
courbe.  On  trouve  donc  encore  même  limite  pour  le  cercle 
tangent  en  M.  à  la  courbe,  et  passant  par  un  autre  point 
de  la  courbe  infiniment  'voisin  du  premier. 

173.  On  peut  donner  povu"  le  rayon  du  cercle  oscula- 
teur  une  formule  dépendant  des  accroissements  de  l'or- 
donnée et  de  l'arc  de  la  courbe,  correspondant  à  ceux  de 
l'abscisse. 

Les  deux  points  infiniment  voisins  du  premier  pouvant 
être  pris  d'une  manière  quelconque  sans  changer  le  résul- 
tat, nous  supposerons  qu'ils  correspondent  à  deux  accrois- 
sements successifs  égaux  de  l'abscisse.  Soient  k  la  valeur 
d'un  de  ces  accroissements  ;  /  l'accroissement  correspondant 
de  l'arc;  A  l'accroissement  correspondant  à.(iy-\  Aj  l'accrois- 
sement de  cet  accroissement  quand  on  y  change  x  enx-l-7i; 
soient  M,  M',  M"  [fig.  83)  les  trois  points  de  la  courbe, 
0  le  centre  du  cercle  qu'ils  déterminent,  R  son  rayon, 
MH,  M'H'  les  accroissements  correspondants  A,  h  des  coor- 
données rectangulaires  de  M;  M'H,  M"!!'  les  accroisse- 
ments de  ces  mêmes  coordonnées  à  partir  de  M',  de  sorte 
que,  d'après  ce  qui  précède,  on  ait  M'H'^=  A,  SM"  =  fti. 
L'accroissement  /  de  l'arc,  à  partir  de  M,  pourra  être  rem- 
placé par  la  corde  MM',  ou  son  égale  M' S,  dans  les  rapports 
dont  on  cherchera  les  limites. 

Dans  les  deux  triangles  OIM",  MM'H  dont  les  angles 
tendent  vers  les  mêmes  limites,  les  rapports  des  côtés  ont 
les  mêmes  limites  ;  et,  comme  nous  le  savons,  nous  pourrons 
sans  inconvénient  les  regarder  comme  égaux  :  les  calculs 
seront  plus  simples  et  les  résultats  ne  seront  pas  altérés; 
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nous  écrirons  donc  la  relation 

M"I_  Mil  !vri_^ 

R    ~  M5F     ""'     ^"~7' 

LiCs  doux  sécantes  SL,  SM  donneront  la  proportion 


SM       SM" 
ï'^liminant  M"I,  il  vient 


h/.]  ■ 


Observant  que  le  second  terme  du  dénominateur  est  infini- 
ment petit  par  rapport  au  premier,  on  aura,  pour  la  limite 
de  R  ou  pour  l'expression  du  rayon  de  courbure, 


P 


EÉSDMÉ    DU    LÎVUE    I. 

Nous  avons  établi  dans  ce  Livre  les  principes  fondamen- 
taux de  la  méthode  des  limites.  Nous  avons  montré  com- 
ment les  anciens  avaient  introduit  la  notion  des  limites,  et 
l'usage  qu'ils  en  faisaient  pour  ramener  la  mwsure  de  cer- 
taines grandeurs  à  celle  d'autres  grandeurs  plus  simples; 
comment  les  modernes  avaient  rendu  plus  facile  le  passage 
de  la  relation  des  variables  à  celle  do  leurs  limites,  ou  des 
quantités  proposées.  Nous  avons  fait  voir  comment  Archi- 
mède  avait  considéré  les  grandeurs  comme  limites,  soit  de 
séries,  soitdesommesde  quantités  infiniment  petites,  et  nous 
avons  donné  des  exemples  variés  de  ces  procédés.  Nous 
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avons  considéré  ensuite  l'emploi  que  les  modernes  seuls  ont 
fait  des  infininieiit  petits  comme  ternies  de  rapports,  et  nous 
avons  montré  comment  ils  y  ont  été  conduits  naturellement 
par  le  problème  des  tangentes,  qu'ils  ont  envisagé  sous  un 
autre  point  de  vue  que  les  anciens.  Mais  nous  avons  fait 
voir  par  divers  exemples  que  les  limites  des  rapports  d'in- 
finiment petits  se  présentaient  dans  bien  d'autres  reclier- 
clies  que  celles  des  tangentes. 

Mous  avons  fait  ressortir  l'avantage  que  présente  l'emploi 
des  infiniment  petits  dans  les  limites  de  sommes  ou  de  rap- 
ports, et  qui  consiste  en  ce  qu'on  peut  leur  substituer  des 
quantités  infiniment  petites  inégales,  mais  qui  n'en  diffè- 
rent que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à 
elles-mêmes.  Ce  principe  facilite  beaucoup  les  calculs  en  ce 
qu'il  permet  de  négliger  des  quantités  dont  l'expression  se- 
rait quelquefois  très-compliquée  et  entièrement  inutile  pour 
la  détermination  du  résultat  que  l'on  a  en  vue. 

Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  des  infini- 
ment petits  à  l'étude  des  théories  géométriques  et  mécani- 
ques, ces  quantités  se  sont  souvent  présentées  comme  les 
accroissements  correspondants  de  variables  liées  entre  elles 
par  des  relations  connues.  Nous  sommes  parvenus  à  la  dé- 
termination des  limites  des  sommes  ou  des  rapports  de  ces 
quantités  par  des  procédés  indiqués  par  la  nature  de  la 
question,  mais  qui  ne  se  rattachaient  pas  à  des  méthodes 
générales.  Nous  allons  actuellement  nous  occuper  spéciale- 
ment de  ces  méthodes  générales ,  dont  l'ulili  té  doit  être  beau- 
coup mieux  sentie,  d'après  toutes  les  applications  que  nous 
savons  qu'elles  auront. 
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CALCUL  DES  DÉRIVÉES  ET  DÉS  DIFFERENTIELLES 
DES  FONCTIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  DÉRIVÉES,    DES  DIFFÉEEKCES  Eï  DES  DIFFÉRENTIELLES 
DES  TONCnONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE.  NOTATIONS. 


174.  Nous  avons  démontré  {n'^  69}  que  le  rapport  des 
accroissements  inlinïmeiit  petits  correspondants  d'une  fonc- 
tion et  de  la  variable  dont  elle  dépend  tend  en  général  vers 
une  limite  déterminée,  et  nous  avons  nommé  cette  limite 
dérivée  de  la  fonction  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante. 

L'accroissement  positif  ou  négatif  d'une  variable  quel- 
conque, dépendante  ou  indépendante,  se  nomme  la  diffé- 
rence de  cette  variable,  et  se  désigne  par  la  caractéristique 
A  suivie  de  la  lettre  qui  représente  la  variable. 

Ainsi  Ax,  Aj',  Az,...  représentent  les  différences  ou 
accroissements  des  variables  x,  j,  s, 

La  dérivée  d'une  fonction  se  désigne,  comme  nous  l'a- 
vons déjà  dit,  par  la  lettre  même  qui  désigne  cette  fonction 
affectée  d'un  accent  ;  de  sorte  que  les  dérivées  par  rapport 
à  X  des  fonctions  F(x),  f[x),  f  Wv  ■  ■  s'écriront  ainsi 
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Ainsi,  d'après  la  notation  des  différences,  si  l'on  désigne 
une  fonction  quelconque  F(^)  par  y^  on  aura,  en  suppo- 
sant que  Ax  et  ^y  tendent  vers  ïéro, 

ctj  par  conséquent,  en  représentant  par   k  une   certaine 
quantité  tendant  Yers  zéro  en  môme  temps  que  Ax, 

^L-F'(a;]  -1-ft,       et      ij  =  F'(.r)û.r-[-«û.i-. 

17S.  Cette  dernière  expression  nous  fait  voir  que  l'ac- 
croissement infiniment  petit  d'une  fonction  quelconque 
peut  être  considéré  comme  composé  de  deux  parties,  dont 
l'une  aAx  est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'autre,  gui 
est  F'{a:)Ax.  Or  nous  savons  que  les  limites  des  sommes 
ou  des  rapports  d'infiniment  petits  ne  sont  pas  altérées 
lorsqu'on  remplace  ces  infiniment  petits  par  d'autres,  qui 
en  diffèrent  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à 
eux.  Donc,  toutes  les  fois  que  Aj  entrera  dans  un  calcul 
comme  terme  d'un  rapport  oii  d'une  somme  dont  on  cher- 
chera la  limite,  on  pourra  le  remplacer  par  F'(x)Aj:, 
c'est-à-dire  par  le  produit  de  la  dérivée  de  y  par  l'aeerois- 
sement  infiniment  petit  de  la  variable  indépendante  x. 

On  donne  le  nom  de  différentielles  à  ces  quantités  que 
l'on  peut  substituer  aux  différences  infiniment  petites  des 
fonctions.  Elles  sont  plus  simples,  puisqu'on  néglige  dans 
celles-ci  le  terme  «  ^x  qui  est  presque  toujours  excessive- 
ment compliqué.  Ce  sont  même  les  plus  simples  quantités 
que  l'on  puisse  considérer  au  lieu  de  l'accrois  se  m  eut  de  la 
fonction  correspondant  à  l'accroissement  arbitraire  Ax, 
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puisque  c'est"  le  simple  produit  de  ce  Aj;  par  une  fonction 
où  Ax  n'entre  pas. 

Les  différentielles,  ces  quantités  infinîmeut  petites,  plus 
simples,  que  l'on  peut  substituer  aux  diffirences  elles- 
luèmes,  se  désignent  par  la  caractéristique  cl,  au  lieu  de  A, 
et  comme  elles  ne  sont  autre  chose  que  le  produit  de  la 
dérivée  de  la  fonction  par  l'accroissement  de  la  variable,  on 

la  différentielle  est  donc  une  quantité  dont  le  rapport  à 
l'accroissement  de  la  variable  est  égal  à  la  limite  du  rap- 
port de  la  différence  de  la  fonction  à  ce  même  accroisse- 
ment. On  voit  que  la  recherche  de  la  dérivée  ou  celle  de 
la  diflérentielle  d'une  fonction  sont  une  seule  et  même 
question. 

176.  Si  l'on  suppose  que  la  fonction  jr  soit  x  Iui-m.ême, 
on  aura 

ij  =  i,î:,     F'{.«)  =  i,     et     dx^h.3:. 

Ainsi  la  différentielle  de  la  fonction  ^'■,  qui  dans  ce  cas 
est  X,  est  identique  à  Ax,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

et,  comme  il  est  plus  naturel  d'employer  une  seule  caracté- 
ristique quand  cela  est  possihle,  toutes  les  fois  qu'il  s'agira 
de  différentielle  de  fonctions  de  x,  nous  représenterons  l'ac- 
croissement de  a;  par  dx-^  et,  lorsqu'il  s'agira  des  accroisse- 
ments exacts  désignés  par  la  caractéristique  A,  nous  repré- 
senterons l'accroissement  de  x  par  âtx. 

TtEMAiiQtJB.  —  Si,  dans  une  même  question,  on  a  à  con- 
sidérer une  variable  indépendante  x  et  plusieurs  fonctions 
y,   s,  II-,  c,...  de  c^tte  variable;  que  l'on  représente  par 
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Ar,  Az,  Au,  Al-,...  les  accroissements  de  ces  fonctions, 
correspondant  à  un  même  accroissement  Ax  de  x  ;  et  par 
dy,  dz,  du,  dv, . . .  Icnrs  différentielles  correspondant  à 
l'accroissement  A:c  ou  dx  de  x,  toutes  ces  différentielles 
seront  dans  des  rapports  constants  avec  dx  et,  par  consé- 
quent, les  unes  avec  les  autres,  à  mesure  que  dx  tendra 
vers  zéro.  Ces  rapports  constants  seront  évidemment  les 
limites  des  rapports  des  différences  correspondantes,  gui 
ne  diffèrent  des  différentielles  que  de  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  elles-mÊmcs. 
Ainsi,  par  exemple,  on  aura 

de  sorte  que  —  est  la  dérivée  de  ii  par  rapport  à  _}',  quelle 

que  soit  la  variable  commune  par  rapport  à  laquelle  on  ait 
pris  les  différentielles  dv  et  dj.  Ce  qu'on  peut  encore  ex- 
primer d'une  autre  manière  en  observant  que  —  est  le  rap- 
port de  —  à  -^  5  et  l'on  obtient  cette  proposition  :  que  la  dé- 
rivée d'une  variable  v  par  rapport  à  une  autre  variable  y 
est  égale  au  rapport  des  dérivées  de  u  et  y  par  rapport  à 
une  même  variable  quelconque  x^  dont  elles  peuvent  être 
considérées  comme  dépendantes. 


Des  fonctioTis  simples,  des  fonctions  de  fonctions 
et  des  fonctions  composées. 


177.  La  manière  dont  une  quantité  peut  dépendre  d'une 
autre  est  susceptible  d'une  variété  indéfinie.  Parmi  toutes 
les  formes  possibles  de  fonctions,  on  en  a  cboisi  un  certain 
nombre  très-limité,  auxquelles  on  est  convenu  de  clicrclier 
à  ramener  toutes  les  autres.  Elles  sont  telles,  que,  soit  par 
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les  premières  opérations  de  l'Arithmétique,  soit  au  moyen 
des  Tables  construites  d'avanee,  on  peut,  avec  un  degré  suf- 
fisant d'approximation,  obtenir  leurs  valeurs  correspon- 
dant à  des  valeurs  numériques  quelconques  de  la  variable 
dont  elles  dépendent. 

Ces  fonctions,  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  fonctions 
simples,  sont  les  suivantes,  dans  lesqiielles  a  désigne  une 
quantité  indépendante  de  la  variable  œ:  a-^x^  a  —  x,  eu:, 

-)  a;""  (m  étantunnombre  réel  quelconque),  a'',  sinx,cos.^5 

tangx,  cot^,  séexj  cosécx  ;  et  les  fonctions  inverses  log.r, 

arcsinx,  arceos^,  arctangar,  arccot.r,  arcséca:,  arceoséc.». 

Une  fonction  quelconque  de  x  peut  être  soumise  aux 
opérations  qui  constituent  une  nouvelle  fonction;  on  a 
alors  une  fonction  d'une  fonction  de  x.  En  la  considérant 
elle-même  comme  une  variable,  on  peut  encore  la  soumettre 
aux  opérations  qui  constituent  une  nouvelle  fonction,  et 
ainsi  de  suite.  Les  fonctions  obtenues  de  cette  manière  se 
nomment,  en  général,  des  fonctions  de  fonctions. 

Lorsqu'une  fonction  dépend  de  plusieurs  fonctions  de  x^ 
on  la  nomme  une  fonction  composée  de  x,  e't  c'est  le  cas 
le  plus  général  des  fonctions  explicites,  c'est-à-dire  de  celles 
qui  sont  l'indication  d'opérations  qu'on  sait  effectuer. 

Dans  tous  les  cas,  lorsque  deux  fonctions,  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables  dépendantes  d'une  seule, 
sont  toujours  égales,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  cette 
variable,  il  est  clair  que  leurs  accroissements  correspon- 
dants sont  toujours  égaux,  et  que,  par  conséquent,  leurs  dé- 
rivées par  rapport  à  cette  variable  le  sont  aussi,  ainsi  que 
leurs  différentielles. 

D'où  il  résulte  que,  quand  une  équation  a  lieu  pour 
toute  valeur  de  la  variable  indépendante,  les  dérivées  ou 
les  différentielles  de  ses  deux  membres  par  rapport  à  cette 
variable  sont  égales,  quelque  valeur  qu'on  lui  donne. 
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Nous  allons  faire  connaître  les  principes  au  moyen  des- 
quels la  détermination  des  différentielles  on  des  dérivées  de 
toutes  ces  fonctions  se  ramène  à  celles  des  différentielles  on 
des  dérivées  des  fonctions  simples. 

Différentiation  des  fonctions  de  fonctions. 

178.  Considérons  une  fonction  u  de  x,  déterminée  par 
la  suite  d'équations 

u-^YWh  =-\f{x)>  J-----?i-^)^ 
et  clierchons  sa  dérivée  par  rapport  à  x,  ou  la  limite  du 
rapport  —  >  dont  les  deux  termes  tendent  vers  zéro,  opéra- 
tion qu'on  appelle  différentiation.  Soient  Ait,  As,  Aj-  les 
accroissements  de  w,  s,  jj',  correspondant  à  l'accroissement 
Ax  de  x;  on  aura  identiquement 

i;;  _  au  Az  Ar 

I^  —  M  Â7  ^' 
d'où,  eii  observant  que  la  limite  d'un  produit  est  le  produit 
des  limites 

n„.g  =  ii,.^;!ii„.|îii,„g„F(.)/'(r),'(-). 

Donc  la  dérivée  de  u  par  /'apport  à  .x  est  le  produit  des 
dérivées  de  u  par  rapport  à  z,de  z  par  rapport  à  y,  et  de 
Y  par  rapport  à  a:. 

Si  l'on  représente  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  x  par  le 
rapport  des  différentielles,  on  aura 

£  =  ï'(.)/'(r),'(«), 


y  Google 


,   DES   DÉRIVÉES    ET    DES    DIFFÉHENTIELLES,    ETC.      233 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  dîfférenliation 
des  fonctions  de  fonctions.  Il  a  lieu  évidemment,  quel  que 
soit  le  nombre  des  fonctions  accumulées  ;  et  il  ramène  à  la 
simple  différentiatîon  de  cTiacune  de  ces- fonctions,  consi- 
dérée isolément. 

Remarque.  —  Si  y  et  z  sont  des  fonctions  de  x  et  qu'on 
ait  l'équation 

»(■)'= -Kj), 

les  deux  fonctions  f  et^  étant  égales,  quel  que  soit  x,  ont 
même  dérivée  par  rapport  à  a^;  on  a  donc 


dz  et  dj  étant  les  différentielles  et  non  les  accroissements 
exacts  de  i!  et  ;^-  correspondant  à  l'accroissement  indépen- 
dant donné  à  x^  de  sorte  que  l'on  n'aurait  pas 


Dijférentiaîion  des  fonctions  invei'ses. 

179.  Si  l'on  désigne  une  fonction  F(j:}  par  _^,  c'est-à- 
dire  si  l'on  pose 

et  qu'en  résolvant  par  rapport  à  x  on  en  ti  rc 

on  dit  que  les  fonctions  F  et  ç  sont  inverses  l'une  à  l'autre. 

Cela  posé,  ces  deux  équations  étant  les  mêmes  sous  uue 

forme  différente,  elles  donneront  les  mêmes  accroissements 

correspondants  pour  a;  et  y.  Soient  Aa:,  Aj-  ces  accroisse- 
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F'U)  ;::=  lim  ^  =  Hm  --—-  =  -f-  —  -rrr'— -■ 


(^) 


d'où  îl  résulte  qiie,  pour  avoir  la  dérivée  d'uno  fonction 
F{x]  inverse  de  la  fonction  y(x),  dont  on  sait  trouver  la 
dérivée,  il  suffira  de  prendre  la  réciproque  de  la  fonction 
dérivée  y'j  et  de  placer  sous  ce  signe  la  fonction  proposée 
FM. 
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CHAPITRE  IL 

EXPRESSION  DE  L'ACCROISSEMENT  INFINIMENT  PETIT  D'UNE 
FONCTION  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  DÉPENDANTES  OU 
INDÉPENDANTES. 


180.  Considérons  une  fonction  y  qui  dépende  du  deux 
variables  m,  c,  et  soit 

y-----S{u,.). 
Si  l'on  donne  à  u  et  i'  des  accroissements  înflniment  petits 
Au,  Ai'  dépendants  ou  indépendants  l'un  de  l'autre,  sui- 
vant que  M  et  c  le  seront  eux-mêmes,  l'accroissement  cor- 
respondant de  y  sera 

Aj-  =  F(«-;-A«,  ..-;-A>'}-F(«,  ») 
et  pourra  se  mettre  sous  !a  forme 

+  F(«  -!-i«,  f  +  if)  — F{«  4- Ah,  v). 
Les  deux  premiers  termes  peuvent  s'écrire  ainsi 
F(«^fl«,,.)-F(«,.)  ^^^^ 

Le  coefficient  de  Ait  ne  dilïere  que  d'une  quantité  infini- 
ment petite  de  la  dérivée  F  (w,  c)  par  rapport  à  m,  c  étant 
considéré  comme  constant.  Soit  l'\  {«,  i')  cette  dérivée,  que 
l'on  appelle  dérivée  partielle  de  F(m,  c)  ou  de  jy  par  rap- 
port à  u  ;  l'expression  précédente  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

[F,(,.,,)  +  .]4„, 

a  désignant  une  quantité  qui  devient  nulle  avec  A;;. 
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c^G  LiïuE  II. 

La  seconde  partie  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(  li  -i-  A«,  ('  --1-  \i>)  —  F(  Il  -1--  i.11,  I')  , 

Le  coefRcient  de  Ai"  ne  différera  de  la  dérivée  de 
F(u-h  Aw,  m)  par  rapport  à  c  considéré  comme  seule  va- 
riable que  d'une  quantité  S  qui  deviendra  nulle  avec  Ac, 
Soit  Fs(«,  f)  la  dérivée  partielle  de  F(«5  v)  par  rapport 
à  c;  on  pourra  donc  mettre  la  seconde  partie  de  Ajr  sous 
la  forme 

^  devenant  nul  avec  At^. 

Mais  F,  (h  ^  Au,  c)  ne  diffère  de  F,{u,  c)  que  d'une 
quantité  qui  deviendra  nulle  avec  Ah;  l'ajoutant  avec  p,  et 
en.  désignant  leur  somme  par  a',  la  seconde  partie  de  Ay 
aura  pour  valeur 

[F,(„,,)^l-»']i., 

et  par  conséquent,  en  réunissant  les  deux  parties  de  Ay, 

Ay  =  [F,{u,  -)  -h  ^]A«  -H  [i\{u,  ^)  -h  a']Ai'. 

Or  «A((,  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  la  première 
partie,  l'est  par  rapport  à  Ajr  luî-mèzne  ;  el  il  en  est  de 
même  de  a'Ac,  que  Ah  et  Av  soient  dépendants  ou  indé- 
pendants l'un  de  l'autre.  Donc,  en  désignant  par  w  imc 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  Aj',  on  aura 

On  représente  les  dérivées  partielles  Fj  (u,  c),  F^((i,  c)  par 

— i_J_i,    1.  '-.i,  ou-f-î  ^'i  mais  il  faut  Lien  se  rappeler 

da  dv  du    dv  ^ 

que  ces  deux  dy  sont  diH'érents  et  représentent  les  différen- 
tielles dey  relatives  à  la  variation  d'une  seule  des  quantités 
H,  c  ;  on  les  nomme  les  différentielles  partielles  de  y  par 


y  Google 


i    DÉRIVÉES    ET    DES    DIFFÉEEKT [ELLES,    ETC.       237 

rapport  à  it  ou  à  w.  Euler  avait  proposé  d'écrire  ainsi  ces 
dérivées  partielles  :  (  ;î-  )  '  (  j~  )  "  ^^  *  supprimé,  depuis, 
ces  parenthèses,  parce  qu'avec  un  peu  d'attention  toute 
méprise  est  impossible.  L'équation  précédente  s'écrira  alors 
de  cette  mauière 


et  il  bon  de  se  rappeler  que  w  se  compose  d'abord  d'une 
partie  qui,  divisée  par  Au,  devient  encore  nulle  quand  ou 
y  fait  Ail  ^1=  o,  et  d'une  autre  partie  qui,  après  avoir  été  di- 
visée par  Ac,  contient  des  termes  qtiî  deviennent  nuls,  les 
uns  quand  on  y  fait  An  =  o,  et  les  autres  quand  on  y  fait 

A^'r^^O. 

On  aurait  des  l'ésultats  analogues  pour  un  nombre  quel- 
conque de  variables  «,  f,-.  -,  soit  entièrement  indépen- 
dantes, soit  dépendantes  les  unes  des  autres,  ou  d'autres 
variables  quelconques. 

Différentiatioii  des  fonctions  composées. 
181.   Soient 

Y  sera  alors  une  fonction  composée  relativement  à  x. 

Pour  avoir  sa  dérivée,  on  remarquera  que,  d'après  ce  qui 
précède,  on  a,  en  supposant  les  accroissements  infiniment 
petits, 

df  ily  "^-^  \  ,    L       _) 

du  dv  dw 

<ù  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  Ay. 
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Divisant  par  A^c  et  passant  aux  limites,  on  obtient 

dr        'l'f  àii        dy  dv        dy   div 
dx        du  d:ir.         dv    da:         div  dx 

expression  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  oublier  que  —,  -j-, 

—  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  y.  Si  X  entrait 
explicitement  dans  F(«,  v,  w,.. .),  par  exemple  si  u  n'é- 
tait autre  chose  que  x,  -j-  deviendrait  —  et  serait  la  déri- 
vée partielle  de  la  fonction  par  rapport  à  X  ;  tandis  que  le 

—  du  premier  membre  est  la  dérivée  totale  de  la  fonction 

dans  laquelle  on  fait  varier  toutes  les  quantités  dépendantes 
de  X.  On  ne  se  méprendra  jamais  sur  le  sens  de  ces  nota- 
tions :  c'était  pour  éviter  toute  crainte  à  ce  sujet  qu'Etder 
avait  proposé,  comme  nous  l'avons  dit,  de  mettre  entre 
deux  parenthèses  les  dérivées  partielles  ;  mais  on  a  renoncé 
à  cette  précaution. 

L'équation    ci-dessus    donne,    en  multipliant  les    deux 
membres  par  dx, 


dy-_JZd.^,-t'i''^- 


dr 


que  l'on  écrit  quelquefois  ainsi 

dy  ■—:  d^j  -i-  d,y  -1-  d^y  -1- .  .  .  .■ 

On  peut  donc  énoncer  ainsi  le  principe  de  la  différentiation 
des  fonctions  composées  : 

La  différentielle  d'une  fonction  composée  est  égale  à  la 
somme  de  ses  différentielles  partielles,  relatives  à  chacune 
des  'Variables  t/ui  j  entrent  explicitement. 

Quant  aux  différentielles  (?«,  dv-, ...  de  ces  dernières. 
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elles  se  rapportent  toutes  à  la  différentielle  dx  de  la  va- 
riable unique  dont  elles  dépendent. 

182.  Tliéorèmo  des  fonctions  homogènes.  —  La  diffé- 
rentiation  des  fonctions  composées  donne  la  démonstration 
d'un  théorème  remarquable  sur  les  fonctions  homogènes. 
On  dit  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  est  homogène 
et  du  degré  m  lorsque,  en  multipliant  chaque  variable 
par  une  indéterminée  t,  la  fonction  se  trouve  multipliée 
par  t'". 

Cela  posé,  soient  «  =  F(,r,j>',  s,. ,  .)  une  fonction  homo- 
gène et  du  degré  m,  et  y(^,  f,  -^t-  ■  ■)'  '{'(■'^ï  Y'^^t-  ■■)'■■■ 
ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  ^,  jy,. . .  ;  on  aura, 
d'après  la  définition  précédente, 

Différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  la  variable  t 
seulement,  il  vient 

•}{tx,  tj,  îs...)3;  H-  4'(^^i  0")  ^^■i---)X  "'"■■■■  ^=  mî^-'Ffa^',  j,  z]  ; 

faisant  t  =  i  dans  cette  identité,  on  aura  la  suivante 


'  d.x       '  df  dz        '  '  ' 

C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  des  fonctions  homo- 
gènes. 

On  peut  remarqTier  que,  si  dans  l'identité  (i)  on  suppose 


î  on  obtient 


-  =  F 


Ainsi  une  fonction  homogène  de  degré  m,  divisée  par  la 
puissance  m  d'une  des  variables,  ne  dépend  plus  que  des 
rapports  des  autres  variables  à  la  première. 
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Différentielle  d'une  somme,  d' uii  produit  ou  d'un  quotient,. 

183.  La  règle  précédente,  appliquée  à  uiie  somme  de 
termes,  montre  que  la  différentielle  d'une  pareille  fonction 
est  la  somme  des  différentielles  de  chacun  de  ses  termes,  ce 
qui  était  d'ailleurs  évident  de  soi-même. 

Si  l'on  suppose  maintenant  y  ^=  ucff. . .,  la  même  règle 
donnera,  en  observant  qu'en  général  t?[Al''(:r)]  :=^Ârfr'{^), 
si  A  est  un  coefficient  constant, 

dj  =  viv .  .  .  du  -h  uii',  ,  ,  dv  -y  ni' .  .  .  div  -!-,.., 
(du         ilv         cliV  \ 

Soit  encore  j  =  ~i  d'où  wj  =:i  u.  En  prenant  les  différen- 
tielles des  deux  membres,  on  aura 

jdv  -H  vdy  :=  diu 
d'où 


ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi 

^'d,l  —  !,dp 


Ces  trois  règles  sont  d'un  usage  très -fréquent. 

Comment  la  di^érentiatioii  de  toute  fonction  explicite 
se  ramène  à  celle  des  fonctions  simples. 

184.  Considérons  maintenant  une  fonction  explicite 
quelconque  de  x  :  elle  indique  une  suite  d'opérations  à 
effectuer,  dos  que  l'on  aura  clioisi  arbitrairement  une  va- 
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leur  numériqiie  pour  ^.  Celle  de  ces  opérations  qui  doit  se 
faire  la  dernière,  et  dont  le  résultat  est  la  valeur  de  la  fonc- 
tion, porte  soit  sur  une  seule,  soit  sur  deux  quantités  va- 
riables avec  x;  dans  ce  dernier  cas,  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion se  ramène,  par  le  théorème  des  fonctions  composées, 
au  cas  où  une  seule  des  deux  quantités  serait  variable,  et 
alors  on  n'a  plus  à  considérer  qu'une  fonction  simple.  Si 
donc  on  savait  trouver  les  dérivées  de  toutes  les  fonctions 
simples,  on  saurait  trouver  celle  de  la  fonction  proposée, 
au  moyen  des  dérivées  des  quantités  sur  lesquelles  doit 
s'exécuter  la  dernière  opération.  La  question  est  donc  ra- 
menée à  déterminer  ces  dérivées,  qui  sont  celles  de  fonctions 
moins  compliquées  que  la  proposée,  et  qui  se  ramèneront 
semblablement  à  d'autres  fonctions  encore  moins  com- 
pliquées, jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  des  fonctions 
simples. 

Tout  se  réduit  donc  à  la  différent! ation  de  ces  dernières, 
et  c'est  de  quoi  nous  allons  nous  occuper  présentement. 


Ca:c,dinf.D.~\. 
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CHAPrmE  III. 

DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  SliMPLES. 


185.  Différentielle  de  logx.  —  Soitj-  =  log^;  ce  loga- 
ritlime  étant  pris  dans  une  base  quelconque  a,  on  aura 

et,  par  suite, 


Posons  —  ^=«5  et  substituons  dans  le  second  membre,  il 
vient 


Or  on  sait  que,  lorsque  a  tend  vers  zéro  (voir  la  note  III  à 
la  fin),  —si tend  vers  loge,  edésignantlabasedu  sys- 

î 

On  peut  doi 

B  log^K  =7  ^  =^  " 

Si  l'on  observe  que  loge  =  — ,  1  désignant  les  logarithme 
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népériens,  on  pourra  écrire 

dx       dj         I 

si  a  ==;  Cj  on  aura  j-  =  Ix, 

dx       dy       i 

Dans  le  cas  où  «=  10,  lu  module  loge  a  pour  valeur 
loge  =  o,4342945.... 

i86.  Différentielle  de  a".  ■ —  Soit  maintenant  la  fonction 
inverse  y  =  a".  D'après  la  règle  donnée  en  général  pour 
les  fonctions  inverses,  et  dont  on  pourrait  refaire  la  dé- 
monstration sur  cbacpie  cas  particulier,  on  aura 


On   pourrait  aussi  trouver  directement  la  différentielle  de 
a",  et  en  déduire  celle  de  la  fonction  inverse  \osx.  En  effet, 


Tout  se  réduit  donc   à  trouver  la  limite  de  — ,  ou, 

pour  plus  de  commodité,  de ■)  «  tendant  vers  zéro. 

Posons 
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il  faudra  trouver  la  limite  de  -;  pour  cela  on  remplacera  a 
par  sa  valeur  en  S,  donnée  par  l'équation  précédenLe,  d'où 
l'on  tire 

il  en  résulte 

.      1(1  + C) 
d'où  Hni  -  =  l«j  et,  par  conséquent, 

^-  :=  a'ia  =  Dfl^      et     ^/  —  a'\ad.r.. 

187.  Différentielle  de  x'"-.  —  Soit  j-  —.3o"'\,  on  aura,  en 
prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  la  base  c, 

prenant  maintenant  les  différentielles  des  deux  membres, 

d  vient 

dr  d.T  mj 

-■-L^m — ]      doTi     ar^= dr. 

X  ^  ^ 

Remplaçant  jf'  par  x'",  on  aura,  quel  que  soit  m, 

dr 
-f --'"■'-"-     £  =  »■-'"• 

Si  7  et  X  n'étaient  pas  positifs,  les  logarithmes  seraient 
imaginaires;  on  évitera  cette  diÉScullé  en  élevant  au  carré 
les  deux  membres  de  l'équation  j  ^^  x"',  ce  qui  donne 

j= =(»■)- 

et,  prenant  les  logaritlinies, 

lj'=™l.r'. 
Diflërcnliant  les  denx  membres,  il  vient 
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et,  comme  on  recoimait  facilement  que  l'on  a 
cette  équation  deviendra 
et,  par  suite, 


comme  dans  le  premief  cas , 

Dans  le  cas  particulier  de  m:^  —  i ,  on  trouve 


Si  iji  :=  -  '  on  a 


On  peut  parvenir  directement  à  la  déiivee  ou  à  la  diii'é- 
rentielle  de  x'".  En  effet,  cette  dérivée  est  la  limite  de 


posant 


T.  aura  à  trouver  la  limite  de 


^'ff~ 


quand  a  tend  vers  zéro.  Posons  (i  +  »)'" —  [:::=;  5;  la  ques- 
tion revient  à  trouver  x""'  lim  -  ■  Pour  avoir  cette  limite  iJ 
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faut  exprimer  a  et  ê  au  moyen  de  l'équation  de  transfor- 
mation, qui  donne  ml(i  +  a)  =  /(n-  S). 

Mais  on  sait  que,  dans  la  reeherche  des  limites  de  rap- 
ports, on  peut  remplacer  l(i-\-z)  pars,  .quel  que  soit  l'in- 
liniment  petit  z  ;  donc 

lim  -  =;  lim  -y ç  =r  m, 

et  la  dérivée  de  x™  est  m,x"'~'-.  Ainsi 
D.x"'=mx'"-'. 

RemArqxie. — -La  limite  de-  étant  m,  on  a  -  =m(i-h  w), 
M  tendant  vers  zéro  avec  a.  On  aura  donc,  quel  que  soit  «j, 

et  l'on  pourra  remplir  (i  -|-  «)""  —  i  par  ma  sans  altérer  les 
limites  des  rapports. 

188.  Différentielles  do  sinx^  tangx,  Jec:c. —  Les  lignes 
trigonomé triques  étant  des  fonctions  de  l'arc  eorrespon- 
dant  [voii'j  dans  les  applications  géométriques,  l'article  sur 
la  longueur  des  lignes  courbes),  nous  pouvons  chercher 
l'expression  de  leurs  différentielles  correspondant  à  celle 
de  l'are.  Dans  tous  ces  calculs  nous  supposerons  que  le 
rayon  soit  pris  pour  unité. 

1°  Soit  d'abord 

il  en  résultera 


y  Google 


i    DÉniVÉES    EX    DES    DIFFÉRENTIELLES,    ETC.      247 

Or,  lorsqu'un  arc  tend  vers  zéro,  le  rapport  du  sinus  à  l'arc 
tend  vers  l'unité,  ainsi  que  le  rapport  de  la  tangente  à  l'arc, 
ou  du  sinus  à  la  tangente;  donc 


la  limite  du  second  membre  est  donc  cosa;. 
On  a  donc 


diinx  =  casxd.r. 
1°  Soit  ma  in  tenant  j)'- ;:=:  tang.ï;  on  aura 
tanga:  -h  tangi.^ 


ij^ 


-  tangj^tangi 


taiiga,i:(i  +  tang'.g) 
1  — tanga^tangAï 


t  passant  aux  limites. 


-  =  i^tang=^=s, 


dj^d  tanga;  ^  - 
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On  arriverait  au  même  résultat  en  considérant  que  tangx 
égale  — ^t  et  appliquant  la  règle  pour  différeiitier  les  frac- 
tions. 

Soit  enfin  j=  séca7=  ■ ;  on  aura,  par  la  règle  dos 

fractions, 

ainsi  d  sécx  ^^  tang^r  sécxdx,  et  D  sécx  =  tangx  sécx. 
On  y  parviendra  encore  en  observant  que 


et  développant  les  calculs  comme  dans  les  cas  précédents. 

3°  Différentielles    de    cosx,  cotx,  cose'cx.    —  Consi- 
dérons   maintenant  les   mômes   fonctions  du  complément 

X  del'arcx. 

Observons  pour  cela  que  l'on  aura  en  général,  en  regar- 
dant ^ -j?  comme  une  fonction  de  x,  et  appliquante  règle 

des  fonctions  de  fonctions, 

■"'(i-')='"(i-')"(5-^)  =  -'"(ï-')"" 

Ainsi,  pour  les  trois  fonctions  cosa:,  cotx,  cosécr,  qui  ne 

sont  autres  que  sin  I xU  tang  I xu  séc  ( xu 

il  faudra  prendre  les    dérivées    des   fonctions   respectives 

sin^F,  tang^,  sécx,  j  changer  x  en x^  puis  multiplier 

par  —  dx.  On  trouvera  ainsi 

(/  cos.ï:  =  —  sin.rda:,     d  cot.T  =:  —  - — — , 
dcoiccx  ^=  —  cot.ï'  c.osi:c^dT, 


y  Google 


.    DES    DÉRIVÉES    ET    DES    DIFFÉRENTIELLES,    ETC.     249 


D  cosécj^  =  —  cot.r  cosécjr. 

189.  Différentielles  des  fonctions  trigonométriques  in- 
verses. —  Nous  avons  vu  que,  pour  obtenir  la  dérivée  d'une 
fonction  y  de  x,  il  suffisait  de  diviser  l'unité  par  la  dérivée 
de  la  fonction  inverse,  dans  laquelle  on  mettrait  j  pour  va- 
riable. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  les  fonctioiis  arc  sina:, 
arctang^r,  arc  sécx,  arccosj:,  arccotx,  arccosécx,  qui  ont 
respectivement  pour  inverses 

sÏDflT,      tang.c,      sécar,     cos.r,      cota:,      cosccJ^, 


pour      j  =  arc  cot.c,  dj-  :=  —  sm'sydy  =  —  ■ > 

l^our     y  .    arc  cosec.c,       j  ^^^^  tosccj  ,,.  ^.,;^_  ,  ' 

Il  est  inutile  d'écrire  les  valeurs  des  dérivées.  Il  faut  Lien 
remarquer  que  les  radicaux  qui  se  sont  introduits  dans  ces 
formules  doivent  être  pris,  tantôt  avec  le  signe  +,  tantôt 
avec  le  signe  — ;  on  reconnaîtra  celui  que  l'on  doit  prendre, 
en  considérant  la  ligne  trigonométrique  qui  l'a  introduit. 
Les  trois  dernières  différentielles   sont  égales  aux  trois 
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premières,  en  faisant  abstraction  des  signes,  qui  peuvent 
être  semblables  ou  dissemblables;  et  cela  tient  à  ce  que  la 
somme  ou  la  dilïërence  des  deux  arcs  correspondants  est 
une  constante. 

Les  signes  que  nous  avons  donnés  aux  radicaux  dans  ces 
formules  se  rapportent  au  cas  où  l'arc  est  compris  entre  o 


Les  diife'rentielles  des  fonctions  trigonométriques ,  ou 
fonctions  circulaires,  pourraient  encore  s'obtenir  par  des 
considérations  géométriques  fort  simples,  auxquelles  nous 
ne  nous  arrêterons  pas. 

190.  Le  tableau  suivant  renferme  les  différentielles  de 
toutes  les  fonctions  simples.  Nous  y  représentons  par  la 
lettre  caractéristique  L  les  logaritlimes  dans  une  base  quel- 
conque, et  par  1  ceux  qui  se  rapportent  à  la  base  de  Kcpcr. 
Dans  les  fonctions  trigonométriques  inverses,  les  signes  de.^ 

radicaux  supposent  l'arc  compris  entre  o  et  —  ■ 


d\,x=l.e'. 


dsCCX: 


Il  est  bon  d'observer  que  ces  diijférenticlles  des  fonctions 
simples  de  x  ne  supposent  nullement  que  x  soit  la  variable 
indépendante.  Elles  correspondent  bien  à  la  différentielle 
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dx;  mais  celle-ci  peut  dépondre  de  celle  d'une  variable 
quelconque  dont  se  dépendrait,  comme  aussi  elle  peut  être 
entièrement  indépendante.  Ainsi  l'on  aurait 

i[F(^)l-  =  »[F(.^)]-iF(^), 
^>in[FW]  =  coi[F{,r)]iF(,,),.... 

C'est  celte  même  considération  qui  nous  a  conduits  à  la  dif- 
férentiation  des  fonctions  de  fonctions. 

Différentielles  des  fonctions  implicites. 

191.  Si  par  fonction  implicite  on  entendait  toute  fonction 
dont  la  forme  n'est  point  donnée  explicitement,  mais  qui  est 
déterminée  complètement  par  les  données  de  la  question, 
on  se  jetterait  dans  une  trop  grande  généralité,  et  il  ne  se- 
rait pas  possible  de  donner  des  règles  générales  pour  leur 
diliférentiation.  Nous  renfermerons  seulement  sous  cette 
dénomination  les  fonctions  qui  sont  liées  aux  variables  dont 
elles  dépendent,  par  des  équations  dont  les  deux  membres 
sont  des  fonctions  explicites  de  toutes  ces  quantités. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où.  l'on  a  une  seule 
équation  ;  ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres,  suivant  que 
la  fonction  dépend  d'une  seule  ou  de  plusieurs  variables 
indépendantes. 

Soit  d'abord  la  fonction  y  déterminée  par  1  équation 

r(.r,  r)  =  o. 

Les  dérivées  par  rapport  à  x  des  deux  membres  de  cette 
équation  devant  être  identiques,  et  y  étant  tme  fonction 
déterminée,  quoique  inconnue,  de  x,  nous  aurons,  d'après 
la  règle  des  fonctions  composées, 

dY       dF  dr  d'Ê  ,         </F  , 

. — .  ^_  „  ^  —  o,      ou     -—dx-h  ---  dj  =  o, 

dx        dy    d.r  d,r.  dy 

équation  qui  détermine  la  dérivée  ou  la  diûërentielle  do  J', 
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puisque  l'on  peut  former  ies  dérivées  partielles  --r-^  -r-  ào, 

la  fouction  explicite  F  (a:,  y).  On  aura  ainsi 

rfF  dV 

dy  ^         ,,    ,         ,  d^   , 

^=-^'      d"-      dy=-~^d.. 

Ces  valeurs  de  la  différentielle  et  de  la  dérivée  de  j  sont 
exprimées  au  moyen  de  :c  et  ^  à  la  fois  ;  elles  ne  peuvent 
l'être  au  moyen  de  x  seul  que  quand  ou  peut  résoudre  l'é- 
quation Y{x,j)  =opar  rapport  à  f;  mais  néanmoins  ces 
formules  ne  laissent  pas  que  d'être  d'une  grande  utilité 
dans  le  cas  même  où  cette  résolution  est  impossible. 

192,  Considérons  maintenant /B  —  i  équations  entre  m 
variables;  ce  qui  détermine  m  —  i  d'entre  elles  en  fonc- 
tions de  la  m'^"",  qui  sera  la  seule  variable  indépendante. 

Soient 

r(i,j,z,...)^o, 
r.(,^,r,i,...!  =  o. 


F._,(^,r,î,...)  =  oi 
a  trouvera,  en  différentîant  toutes  ces  équati< 


-dz  ^- .  .  ,  ^  o, 


df 

De  ces  tn  —  i  équations  du  premier  degré  par  rapport  à  dy, 
dz, . , . ,  on  tirera  la  valeur  de  ces  m  —  i  inconnues  en  fonc- 
tion àexjj,!;,.. .  etdx;ce  qui  était  l'objet  de  la  question. 
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EXPRESSION  REMARQUABLE  DU  RAPPORT  DES  ACCROISSEMENTS 
FINIS  DE  DEUX  FONCTIONS  D'UNE  MÊME  VARIABLE. 


193.  Soient  F(x),  f{x)  dtux  fonctions  quelconques, 
et  x»,  X  deux  valeurs  arbitraires  de  x;  X  surpassant  Xe 
d'une  quantité  finie  positive  h.  Il  s'agit  de  trouver,  au 
moyen  des  dérivées  de  ces  fonctions,  une  expression  du  rap- 
port 

¥{x,^h)^Y{a^,]  F(X-)  — F(a^.) 

7(.r.+ A) -/(-.)      ""     /(X)-/(^„)' 

en  supposant  que  la  fonction  f{x)  soit  toujours  croissante 
ou  toujours  décroissante  ;  ou,  en  d'autres  termes,  que  sa 
dérivée  soit  constamment  de  même  signe,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  Xo  et  X.  Admettons,  poui' 
fixer  les  idées,  quey'(x)  soit  constamment  positive  entre 
ces  limites  ;  soient  A,  B  la  plus  grande  et  la  plus  petite  va- 
leur que  prend  entre  ces  mômes  limites  le  rapport  ttt-t' 
que  nous  supposons  fonction  continue  de  x  :  on  aura  con- 
stamment 

Multipliant  par /''(x)  qui  est  positif,  on  aura  les  deux  inéga- 
lités suivantes,  qu'il  faudrait  clianger  de  sens  ûf'[x)  était 

''^'''''  FM<A/'W,     F'(^)>B/'{,r). 

Le  premier  mcmLre  de  la  première  inégalité  est  la  dérivée 
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de  F{x),  et  le  second  de  Af{x),  et  par  conséquent  (n"  72) 
F(:c)  croît  moins  rapidement  que  Af{x).  On  a  donc,  si 
h  est  positif 

F(X)-F(.r,)<A[/(X)l-/(.>:,)], 
et  divisant  par/(X)  — f(x^),  qui  est  positif,  par  hypo- 
thèse, 

On  trouverait  ce  même  résultat  si  h  était  négatif,  parce 
que r avant-dernière  inégalité  changerait  de  sens;  mais,  en 
la  divisant  par /(X)  — /(xo),  qui  serait  alors  négatif,  elle 
changerait  une  seconde  fois.  L'inégalité  F'{x)  >■  B/'{.r) 
conduit  de  même,  dans  tous  les  cas,  à 

r(x)-r(,n) 
7(x)-/(i.)-'   ■ 

qui  arrivera  évidemment,  par  exemple,  si  F'(-r}  et  f'{x) 
le  sont  séparément,  il  existera  une  certaine  valeur  de  x 
intermédiaire  enlre  Xo  et  X,  telle  que  ce  rapport  deviendra 


et  la  plus  petite  valeiu'  que  prend  j;-      ■  ■   Si  l'on  désigne 

cette  valeur  de  x  intermédiaire  par  x^-i-  ôh,  $  étant  une 
valeur  comprise  entre  o  et  -+-  i ,  on  parviendra  à  la  formule 
suivante,  dont  nous  ferons  les  nombreuses  applications  : 


(') 

Si  l'on  avait  supposéy'(:c)  constamnient  négatif,  les  inéga- 
htés  n'auraient  fait  que  changer  de  sens,  et  n'eu  auraient 
pas  moins  conduit  à  celle  même  formule.  H  faudra  bien  se 
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1-appeler,  dans  les  applications  qu'on  en  fera,  qu'elle  sup- 
pose que  f'{x)  soit  constamment  de  même  signe  entre  Xi, 

.  ^'{■■^)  1 

eta7,-t-  /ij  et  que  le  rapport  -jy- — -  passe  par  toutes  les  va- 
leurs comprises  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite, 
quand  x  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  x^  et 
Xo-l-  h. 

194.  Nous  allons  déduire  de  l'équation  (i)  quelques  pro- 
positions qui  nous  seront  fort  utiles  par  la  suite. 

Si  l'on  avait,  pom-  une  valeur  particulière  X^  de  la  va- 
riable, ^{xa)  =  o,  f[x^)  =  o,  la  formule  (i)  deviendi-ait, 
en  posant  ôh  :=■  h,,  ht  étant  moindre  que  A, 

/(.^,-^A}-/'(^.^-/i,)■ 
Si  l'on  avait,  en  outre,  F'{:ro)  ;^  o,_/''(X()  =  o,  on  aurait 
semblablement,  en  représentant  par  F'''(^),  f"{x)  les  dé- 
rivées de  F'(x),  f'[x)  ou  les  secondes  dérivées  deF{x}, 

/■(^), 

F(.r.-;-A,)  ^  F'(.r.+  AO 

F"(.r) 
h^  étant  moindre  que  /i,,  et  en  supposant  que  wt-t  passe 

par  toutes  les  valeurs  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite, 
et  quey"(^)  soit  toujours  de  même  signe.  On  aura,  par 

Si  l'on  avait  F"{Xfl)  ^^  o  el  /"{x^)  =o,  on  obtiendrait 
une  formule  semblahle  où  entreraient  les  dérivées  de  F"(x) 
et  y"  (a;)  ou  les  troisièmes  dérivées  de  F  (x),y(  a;).  En  con- 
tinuant ainsi,  et  désignant,  en  général,  par  '^'"{x)  la  fonc- 
tion qu'on  obtient  en  dilférentiant  successivement  m  fois  la 
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fonction  quelconque  9 (a?),  on  verra  que,  si  l'on  a  les  condi- 
F(,r.)  =  o,     F(^,)-o,,..,      ^-'-'i^,)  ■----.  o, 

et  que  les  rapports  des  dérivées  de  même  ordre,  jusqu'à 
l'ordre  n  inclusivement,  passent  par  toutes  les  valeurs  entre 
leur  plus  grande  et  leur  plus  petite,  ce  qui  aura  lieu  s'ils 
sont  continus,  et  qu'enfin  les  dérivées  de  /  soient  de  signes 
constants,  on  aura 

F(,r,-|-/-)  _  F"(.r,-^.  SA) 

6  désignant  une  quantité  positive  moindre  que  l'unité. 

Si  toutes  les  conditions  précédentes  étaient  satisfaites, 
excepté  F  (xa)  =  o,  on  aurait 

195.   Comme  application  de  cette  dernière  formule,  suji- 
posons  que  l'on  ait 

/(-)  =  (■•-••.)■. 

et  que  la  fonction  F[x)  ait  toutes  ses  dérivées  continues 
jusqu'à  F"  (*■}  inclusivement,  entre  x„  et  x^  +  ft  :  les  con- 
ditions /(xo)  =  o,  f'{xo)  =  o,.. .,  f"~'{xa)  =0  seront 
évidemment  satisfaites  ;  de  plus  f[x),. . .,  f"[x)  sont  de 
signes  constants  ;  et  en  supposant  toujours  que  l 'on  ait 

F'{^.)  =  o,...,     F"-H.A)=o, 

l'équation  (3)  devient 

F(,r.  + A)  —  V{œ,)  _  V"{.T,  +  ^k)_ 
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d'où 

(4)  F(^oH-A)-F(,r„)  =  -^^^^|^F"(,r„-f-OÀ). 

On  voit  que,  si  l'accroissement  kde  x  tendait  vers  zéro,  et 
(jue  F"{:t7o)  lût  fini,  l'accroissement  de  F(cc),  pour  la  va- 
leur particulière  x^,  serait  infiniment  petit  de  l'ordre  «, 
celui  de  x  étant  du  premier. 

Si  l'on  a,  en  outre,  F(a:o)  =  o,  la  formule  précédente 
devient 

(5)  V{x,-^-  h)  —  — - — Vi-T^-h  SA). 

Si  Xa  est  zéro,  cette  équation  se  change  en  la  suivante  : 

F{h)  —  ^- — F'-iU), 
et,  changeant  I'indéterm.inée  h  en  x, 

(6)  F(,„)  =  _£-^F-(«»), 

en  admettant  les  conditions 

F(o}  =  o,     F'(o)  =  o,...,     F-(o)  =  o. 
On  peut  rem.arquer  qu'on  aurait  semhlablement 

''W=l. 3.  Si-l)  ""'''''' 

et  que,  par  conséquent,  dans  ce  cas,  F(_x)  est  infiniment 
petit  paj- rapport  à  F'{x). 

Si  l'on  n'avait  pas  F(  j^q)  =  o,  on  obtiendrait,  au  lieu  de 
l'équation  (6), 

(,)  r(.r)  -  F(o)  =  y:£^  F"{5:c). 

196.  Nous  déduirons  de  ce  qui  précède  un  corollaire  très- 

Culcalinf.D.~l.  17 
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simple,  et  (jui  nous  servira  par  la  suite.  U  consiste  en  c 


F(x],  F" a:) ,F''^x}  soient  continus  entre  o  et  x,  la 

,        .       TU)                                           ,     „             F"{0^)      p 
fraction  —  ■—  pourra  se  mettre  sous  la  forme  — -■   bii 

.c"        ^  1.1.  .  .71 

effet,  il  l'ésulte  d'abord  de  l'hypothèse  que  l'on  doit  avoir 

r(o)  =  o,     F'(o)  =  o,...,     F'-'(o)  — o; 

car  sans  cela  -  ^_^-  serait  infini,  pour  x=o.  On  peut  donc 


appliquer  ici  la  formule  (6),  et  l'on  voit,  par  conséquent, 
nul  pour  X  =^  o,  on  aura 

F(.r)_    F"fO^) 


que  si    \_J-  devient  nul  pour  x  = 


j'équation  (4),  dans  laquelle  on  suppose  n  =  i, 
i!n  remplaçant  par  x  la  quantité  arbitraire  Xq, 


197.  L^ 
devient,  en  rempL 

(8)  F(j:  ^  À)  —  ¥{.>:)  =  hr{.T  -f-  BA). 

Elle  conduit  immédiatement  à  une  conséquence  déjà  obte- 
nue précédemment,  savoir  :  qu'i/  n'y  a  t/u'une  expression 
indépendante  de  x  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  soit 
nulle  quel  que  soit  x. 

En  effet,  soit  F(x)  une  fonction  telle,  que  pour  toute 
valeur  de  x  on  ait  F'(x)  ^  o;  l'équation  designée  montre 
que,  quels  que  soient  x  et  x  -|-  A,  on  aura 

F{.rH-y4)-F(..)==0, 

puisque  F'{x-i-0/j)  est  nul  par  hypothèse.  Donc 
F(x}  =  F[xH-/i),  et  par  conséquent  la  fonction  F(x),  a 
toujours  la  même  valeiu",  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  va- 
riable; elle  est  donc  constante  relativement  à  x,  ou,  en 
d'autres  termes,  elle  ne  dépend  pas  de  x. 
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D'où  résulte,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  deux 
fonctions  ^ui  ont  la  méine  dérivée  par  rapporta  une  même 
variable,  ne  peuvent  différer  <^ue  par  une  constante,  c'est- 
à-dire  par  une  quantité  indépendante  de  cette  variable.  En 
effet,  la  dérivée  de  la  difierence  de  ces  deux  fonctions, 
étant  la  différence  de  leurs  dérivées,  est  nulle  d'elle-même, 
d'après  l'hjpotlièse  ;  donc  cette  différence  est  une  con- 
stante, comme  il  fallait  le  démontrer. 

198.  Nous  terminerons  par  cette  proposition  très-impor- 
tante, que  si  F  (.r,j)')  tend  vers  zéro  tfuel  que  soit  x,  quand 
on  fait  tendre  y  vers  une  certaine  valeur  particulière  a, 
toutes  les  dérivées  deVlx^j)  par  rapport  à  x  tendront 
aussi  vers  zéro,  en  même  temps  çuey  vers  a. 

En  effet,  pour  toute  valeur  de  x  et  de  /t,  on  aura,  en  vertu 
de  l'équation  (8), 

(9)  F(.r  +  h,  y)  -  F(^,  j)  =  ÂF{.r  -h  6h,  j), 

la  dérivée  étant  prise  par  rapport  à  x,  et  supposée  continue 
et  déterminée  pour  toute  valeur  de  x  et  y. 

Or  les  deux  termes  du  premier  membre  deviennent  nids 
pourj)-  =  a\  doncF'(a7-(-0/t,  a)  =  o. 

Et  comme  x  el  h  sont  arbitraires,  on  peut  affirmer  que 
X  -|-  6/j  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  bien  qu'on 
ne  connaisse  pas  la  valeur  de  0;  car  x-^6h  est  toujours 
compris  entre  .r  et  x  +  A,  et  l'on  peut  faire  en  sorte  que 
or  et  X  +  A  comprennent  toujours  entre  eux  une  valeur 
arbitraire  x'  et  s'en  rapproclient  indéfiniment  ;  d'où  il  sui* 
que  X  -H  SA  peut  s'approcher  indéfiniment  de  x',  et  que, 
par  conséquent,  F'{x,  a)  est  nul,  quel  que  soit  x,  si  F'[x^y) 
est  continue  par  rapport  à  x&tj. 

De  là  on  déduira  semblablement  que  F"(x,  a)  est  nul 
quel  que  soit  x,  et  qu'il  en  est  de  même,  en  général,  de 
F"(x,  a).  Et  il  est  évident  qu'il  en  sera  de  même  pour  une 

'7- 
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fonction  F  {a:, y,  Zy)  qui  lend  vers  zéro,  quel  que  soit  œ, 

quand  y,  s,. . .  tendent  respectivement  vers  a,  b, 

199,  Il  est  encore  utile  de  remarquer  que,  si  h  tend  vers 
zéro  et  y  vers  n,  le  second  membre  de  l'équation  {9}  sera 
infiniment  petit  par  rapport  à  h,  puisque  F' {x  -+•  9h,  y) 
tendra  vers  zéro  ;  donc  la  différence  infiniment  petite  rela- 
tive à  X  d'une  fonction  V[x,  y)  ijui  est  infiniment  petite, 
quel  (jue  soit  x,  est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'ac- 
croissement correspondant  de  x. 
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CHAPITBE  Y. 

DIFFÉRENTIELLES  ET  DIFFÉRENCES  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE 
DE  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIAHLE. 


200.  La  différentielle  dy  d'une  fonction  j  de  x,  étant 
el!e-même  une  fonction  de  x,  aura  aussi  sa  différentielle, 
et  ce  sera  une  quantité  dont  le  rapport  à  la  différentielle 
de  X  sera  égal  à  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement 
infiniment  petit  de  dy  à  raecroissem.ent  correspondant  de 
X.  Pour  plus  de  simplicité,  on  prendra  pour  la  différen- 
tielle de  X,  dans  cette  nouvelle  différenliation,  la  même 
valeur  que  dans  la  première  ;  et,  en  général,  on  lui  conser- 
vera toujours  la  rtiâme  valeur  pour  toutes  les  différenlia- 
tions  que  l'on  aura  à  effectuer;  c'est  ce  que  l'on  appelle 
prendre  dx  constant.  Nous  représenterons  la  différentielle 
dedjT^arddy  oud'y,  et  nous  l'appellerons  la  différentielle 
-seconde  de  j'  par  rapport  à  x.  lie  même  d^y  aura  une  dif- 
férentielle que  l'on  désigiiera  par  d'j,  et  qui  s'appellera  la 
différentielle  troisième  dey  ;  et  ainsi  de  suite. 

H  faut  hien  se  garder  de  confondre  ces  indices  de  diffé- 
rentiation  avec  des  exposants  do  puissance.  Les  puissances 
successives  d'une  différentielle  djy  s'écriraient  de  la  manière 
suivante  : 

<fy-,    rfr=,    'iy\  ■■■,    dj". 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'exprimer  les  différentielles  suc- 
cessives de  la  fonction  F{x)  désignée  par  j-,  au  moyen  de 
ses  dérivées. 

En  effet,  on  a  d'abord 
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Or  la  différentielle  de  F{x)dy  sera  le  produit  de  dx  par 
sa  dérivée  par  rapport  à  :r,  laquelle  est  F"{a:)  dx,  puisque 
dx  est  indépendant  de  x.  On  aura  donc 

On  aura  de  même 
et  généralement 
ou 

de  sorte  que  les  dérivées  successives  d'une  fonction  de  x 
peuvent  être  considérées  comme  les  rapports  des  différen- 
tielles de  même  ordre  de  cette  fonction  aux  puissances  du 
même  degré  de  dx. 

On  voit  par  là  qu'une  difierentielle  d'un  ordre  n  quel- 
conque est  en  général  un  infiniment  petit  de  l'ordre  «, 
dx  étant  pris  pour  le  premier  ordre,  et  que  la  détermina- 
tion des  dérivées  successives  d'une  fonction  ne  diffère  pas 
de  celle  de  ses  différentielles. 

201.  Les  différentielles  successives  d'une  fonction  ont 
avec  les  différences  de  cette  fonction  des  rapports  qu'il  est 
essentiel  de  connaître. 

La  différence  Ay  de  la  fonction  _/,  étant  elle-même  ime 
fonction  de  x,  a  aussi  une  différence  ;  il  en  est  de  même  de 
celle-ci,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Pour  former  ces  dif- 
férences successives  de  la  fonction  y,  on  suppose  que  l'on 
donne  constamment  à  ;*;  le  même  accroissement  A;c,  et  on 
les  désigne  de  la  manière  suivante  ; 

A)''     *'J'     **^'  ■  ■  ■  '     ^"7- 
Les  puissances  de  Aj-  seraient  désignéi 
A/,      Aj%      ijS  .  .  . , 
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Or  la  proposition  que  nous  allons  démontrer  consiste  en  ce 

T  /  '    I  T    ^"f     '^"y 

que  1  on  a  généralement  lim  ■ — -  =  —— • 
En  effet,  on  a  d'abord 

£=..(«)  +  .. 

Ci)  devenant  nul  quel  que  soit  x-,  quand  on  fait  ^x  =  o. 
Prenons  maintenant  les  accroissements  que  subiront  ces 
deux  membres  lorsque  l'on  augmentera  encore  x  de  Ajc,  et 

divisons-les  par  Ax  ;  le  premier  donnera  -—•    Quant  au 

second,  il  suffira  de  prendre  sa  dérivée  par  rapport  à  x  et 
d'y  ajouter  une  quantité  qui  soit  infiniment  petite  en  même 
temps  que  Ax.  Mais  w  devenant  nul  avec  Ax,  quel  que  soit 
X,  sa  dérivée  deviendra  nulle  en  même  temps,  et  par  con- 
séquent le  second  membre  diffère  de  l?"[x)  d'une  quantité 
qui  devient  nulle  avec  iix.  En  la  désignant  par  tui,  nous 

en  prenant  encore  les  accroissements  des  deux  membres  de 
cette  identité,  relatifs  à  un  nouvel  accroissement  Ax,  et 
les  divisant  par  Ax,  on  obtiendrait  semblable  ment 

et  généralement 

w„_i  devenant  nul  avec  Aa:. 

On  a  donc,  en  passant  aux  limites, 

comme  nous  l'avions  annoncé. 
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n  suit  de  là  que  si  l'on  fait  tendre  ^jc  vers  zéro,  en  pre- 
nant dx  =  Ax,  le  rapport  -r^  awa  pour  limite  l'unité,  et 

la  différentielle  de  l'ordre  n  d'une  fonction  tfuelconque  de 
X  pourra  être  prise  pour  la  différence  du  même  ordre  de 
cette  fonction,  en  négligeant  une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  cette  différence. 

Cette  proposition  est  très -importante,  en  ce  qu'elle  per- 
met de  substituer  les  différentielles  d'ordre  quelconque  aux 
différences  infiniment  petites  de  même  ordre,  dont  l'expres- 
sion serait  beaucoup  plus  compliquée,  et  il  n'en  peut  résul- 
ter aucune  erreur  dans  les  calculs  où  l'on  ne  considère  quu 
les  limites  des  rapports  ou  des  sommes. 

Remauque.  —  Lorsque  plusieurs  fonctions,  que  l'on  a 
à  considérer  dans  une  môme  question,  dépendent  toutes 
d'une  seule  variable  x,  les  diiTérences  premières  infiniment 
petites  sont  toutes  déterminées  par  Ax,  ou  par  une  quel- 
conque d'entre  elles  ;  ainsi  Ay  désignera  partout  le  même 
accroissement ,  soit  qu'on  le  détermine  d'après  Az  ou 
d'après  la  valeur  correspondante  de  Ax,  en  supposant  tou- 
jours que  la  valeur  de  x  soit  la  même.  Mais  le  A^y  n'aura 
pas  la  même  valeur  quand  il  exprimera  la  différence  de  j 
par  rapport  à  a;  ou  par  rapport  à  z.  En  effet,  dans  le  pre- 
mier cas,  il  faut  considérer  les  trois  valeurs  de  y  correspon- 
dant à  Xy  x-.-Ax,  x-i-zAx;  prendre  la  diiférence  de 
la  deuxième  à  la  première,  et  de  la  troisième  à  la  deuxième, 
puis  la  différence  de  ces  deux  différences.  Dans  le  second 
cas,  il  faudra  considérer  les  trois  valeurs  de  j  qui  corres- 
pondent à  z,  3  -H  Az,  z  -1-  2  Az,  et  agir  de  la  même 
manière  sur  elles.  Or  les  deux  premières  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  cas  ;  mais  la  troisième  est  différente,  parce 
qu'à  X  ■+-  2Ax  ne  correspond  pas  z  -i-  a  Ar  :  il  s'en  tauî 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  Az,  et  que 
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l'on  n'a  pas  le  droit  de  négliger  par  rapport  aux- différences 
du  second  ordre. 

Il  est  donc  nécessaire  de  distinguer  avec  soin  les  diflë- 
rences  désignées  par  A'y,  dans  les  questions  où  l'on  ne 
prendrait  pas  toujours  la  même  variable  indépendante.  11 
en  serait  de  même  des  ordres  supérieurs. 

202.  Si  l'on  considère  en  particulier  les  for 

.^,     log.^,      a-,     sin.,      c 


d-'s:'"  —  m[m  —  i).  .  .{m  ~  Il  -^■i):if—d.T^, 


et  il  est  bon  de  se  rappeler  que  le  second  membre  donne  la 
valeur  de  la  différence  infiniment  petite  de  l'ordre  n,  à  une 
quantité  près  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  diffé- 
rence. 

Formule  pour  la  dérwéc  n'°""  d'un  produit.  —  Soit 
p  =;  «c,  w  et  c  étant  deux  fonctions  de  œ.  En  différentiant 
successivement,  on  trouve 

Dj  =:=  «D.'  H-  i'DH, 

On  remarque  dans  ces  premières  formules  que  l'ordre  des 
dérivées  de  à  m  est  zéro  pour  le  premier  terme^  et  va  en 
croissant  d'une  unité  d'un  terme  à  l'autre  jusqu'au  der- 
nier, où  il  est  le  même  que  celui  de  la  dérivée  de  y.  L'in- 
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verse  a  lieu  pour  les  dérivées  de  u;  et  les  coefficients  sont 
ceux  de  la  puissance  de  même  ordre  d'un  tinôme. 

Or  il  est  facile  de  voir  que,  si  cette  loi  a  lieu  pour  D"_/, 
t  donc  générale.  On  peut 


eUea 

Heu  pour  B"+'j  ;  elle  est  don 

donc  t 

■crire  la  formule  suivante  : 

J)"!!^  = 

—  r.jyii,.     1     ,.,  J)..-[)r^t— 1[.      1     "'■['''■          ')■ 

d^'"  ~^  "  dx'"    ■    '"  di  ^,e'"-'  "^ 
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CHAPITRE  YL 

DIFFÉRENTIELLES,  DÉRIVÉES  ET  DIFFÉBENCES  PARTIELLES 
DES  DIVERS  ORDRES,  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VA- 
RIABLES INDÉPENDANTES.  DIFFÉRENCES  ET  DIFFÉREN- 
TIELLES TOTALES. 


203.  Une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  x 

et  j-,  peut  être  différentiée  successivement  par  rapport  à 
chacune  d'elles  partiellement,  et  l'on  peut  supposer  que  ces 
différcntiations  soient  en  nombre  quelconque  et  se  succè- 
dent d'une  manière  quelconque.  Le  nombre  de  ces  diffé- 
rcntiations constitué  Vo7-dre  de  la  différentielle,  de  la  diffé- 
rence ou  de  la  dérivée.  Il  n'y  a  rien  de  nouveau  à  dire  sur 
leur  formation,  puisque  l'on  n'a  à  considérer  à  chaque  opé- 
ration qu'une  seide  variable  indépendante.  Les  dérivées 
partielles  d'ordre  quelconque  s'exprimeront  au  moyen  des 
différentielles  correspondantes  d'une  manière  entièrement 
semblable  à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  fonctions 
d'une  seule  variable.  Elles  ont  aussi  les  mêmes  rapports 
avec  les  différences  partielles  correspondantes  ;  et  la  repro- 
duction identique  des  raisonnements  déjà  faits  dans  le  cas 
où  l'on  considère  toujours  ia  même  variable,  conduit  im- 
m.édiatement  à  ces  conséquences.  Nous  ne  croyons  cepen- 
dant pas  inutile  de  donner  quelques  développements  à  ce 
sujet. 

Désignons  généralement  par  F^^/l^/'/*'  {x,  j)  ou  par 
15"  j,1*!',  "«  le  résidtat  de  m  dérivations  partielles  effectuées 
par  rapport  à  x  sur  la  fonction  u  =  F[x,y]i  suivies  de  n 
dérivations  partielles  du  résultat  par  rapport  à_/,  lesquelles 
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seront  elles-mêmes  suivies  de  p  dérivalions  par  rapport 

à  .:r;  et  ainsi  de  suite. 

Désignons  de  même  par  d^^^^^f  'm  le  résultat  obtenu  en 
prenant  d'abord  la  différentielle  partielle  de  l'ordre  m  de  u 
par  rapport  à  x,  puis  la  différentielle  partielle  de  l'ordre  n 
par  rapport  à  j'  de  l'expression  obtenue;  et  ainsi  de  suite. 
Et  enfin  représentons  par  A^"j,_*..f"u  le  résultat  obtenu  en 
prenant  d'une  manière  analogue  les  différences  au  lieu  des 
différentielles.  Cela  posé,  on  atu'a  d'abord,  d'après  ce  que 
l'on  a  vu,  en  traitant  les  fonctions  d'une  seule  variable,  et 
faisant  usage  des  notations  que  nous  venons  d'indiquer, 

Considérant  maintenant  jj'  comme  la  seule  variable,  et  pre- 
nant la  dilFérentielle  /z"'"°  des  deux  membres,  on  aura,  de  la 
même  manière, 

cf'^"  u  =  F^'"^°  (.r,  j  )  dx"'  dj"  —-  H'I*"  u ,      dx-"  rfj-" . 

Prenant  maintenant  la  différentielle  partielle  d'ordre  ;' 
par  rapport  à  x^  et  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  ob- 
tiendra 

d'"-<-"+F--u 

d.^dj'^dxp. ..      '-./.-■■   ^'■'1      ".<.f.'--- 

Les  dérivées  partielles  s'expriment  donc  au  moyen  des  dif- 
férentielles partielles  correspondantes  d'une  manière  ana- 
logue à  celle  qui  se  rapporte  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. 

Il  y  a  encore  évidemment  le  même  l'apport  entre  ces  déri- 
vées et  les  ditlérences  partielles  correspondantes.  En  effet 
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on  aura  d'abord,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  pour  les 


ti)  devenant  nul  en  même  temps  que  ûx.  Prenons  mainte- 
nant ]a  différence  n'*™"  des  deux  membres  par  rapport  à  jk» 
et  divisons-la  par  Aj"  j  il  faudra,  par  les  mêmes  raisons, 
prendre  la  dérivée  partielle  n"""  du  second  membre  par 
rapport  à  j)'  et  y  ajouter  une  quantité  qui  devienne  nulle 
avec  ^j.  Si,  de  plus,  on  observe  que,  m  devenant  nul  avec 
A^,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée  n'*""  par  rapport  à  j', 
on  en  conclura  l'égalité  suivante  : 

cdi  devenant  nul  quand  on  suppose  que  Ax  et  ô.y  le  devien- 
nent tous  les  deux. 

Prenant  actuellement  la  diflërence  de  l'ordre  p  des  deux 
membres  par  rapport  à  x,  la  divisant  par  Ax^,  et  con- 
tinuant ainsi  indéfiniment,  on  obtiendra  la  formule  géné- 
rale 


e  devenant  nul  quand  Ax  et  Aj-  le  deviennent  tous  les 

D'où  l'on  conclut  enfin,  comme  potir  les  fonctions  d'une 
seule  variable, 
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et  il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  qnclconque  de  va- 
riables indépendantes. 

Les  notations  que  nous  venons  d'employer  peuvent  être 
simpliiiées  au  moyen  d'une  proposition  fondamentale  que 
nous  allons  démontrer. 

204].  De  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  les  différen- 
tiatioiis.  —  Si  l'on  prend  les  différences  successives  d'une 
fonction  par  rapport  aux  diverses  variables  indépendantes 
qu'elle  renferme,  on  arrivera  toujours  au  même  résultat, 
dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  ces  opérations,  pourvu 
qu'on  ne  change  pas  le  nombre  de  celles  qui  doivent  être 
faites  respectivement  par  rapport  à  chaque  variable. 

Soient,  en  effet,  x  et  j  deux  des  variables  dont  dépend 
une  fonction  u. 

Si  l'on  change  d'abord  x  ko.  x  ~\-  Ax^  u  devient 


si  dans  cette  expression  on  change  y  en  j-  4-  Aj^,  elle  de- 
vient 


et  l'on  a  ainsi  ce  que  devient  u  quand  x  et  j-  sont  changés 
en  :t7  -T-  Ax,y-h  Aj. 

Or,  en  faisant  les  substitutions  en  ordre  inverse,  on  aura 

et  ce  résultat  doit  être  identique  au  précédent,  puisqu'il 
exprime  toujours  la  fonction  ((  dans  laquelle  x  et  j'  sont 
changés  en  ^  -H  Ax,  j  -H  Aj. 
Donc  on  a  identiquement 

&l  _li  ---  a'  ^u. 

Si  maintenant  on  divise  les  deux  membres  par  AxA/  et 
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qu'on  passe  aux  limites  en  faisant  tendre  Ax  et  Ay  vers 
zéro,  on  en  conclura,  par  ce  qui  précède, 


m.,  par  conséquent, 

Si  l'on  prend  successivement  un  nombre  quelconque  de 
différences,  de  différentielles  ou  de  dérivées  partielles,  il  est 
facile  de  voir  que  l'ordre  dans  lequel  on  les  prendra  est 
complètement  indifférent.  En  effet,  deux  de  ces  opérations 
successives  pouvant  Être  changées  d'ordre,  on  pourra  faire 
arriver  au  premier  raug  celle  que  l'on  voudra,  en  la  faisant 
avancer  successivement  d'un  rang  vers  le  commencement  ; 
on  amènera  ensuite  au  second  rang  celle  que  l'on  voudra 
des  autres,  et  enfin  on  les  placera  toutes  daus  un  ordre  quel- 
conque, sans  que  le  résultat  cesse  d'être  identiquement  le 
même. 

D'après  cela,  on  pourra  supposer  que  toutes  les  ditïéren- 
tiations  par  rapport  à  la  même  variable  soient  faites  consé- 
cutivement, et  les  notations  précédentes  seront  simplifiées 
en  ce  qu'elles  ne  renfermeront  qu'une  seule  indication  pour 
chaque  variable  :  et  c'est  ce  que  nous  ferons  dorénavant. 

On  simplifie  encore  l'expression  des  dérivées  partielles 

en  écrivant  ->  -  au  lieu  de  -f\Ij^„  '  parce  que  les  expo- 
sants de  dx  et  dj  suffisent  pour  indiquer  le  nombre  des 
différenliations  effectuées  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables or  et  j>'. 

Mais  si,  pour  avoir  la  différentielle  partielle  correspon- 
dante, on  faisait  la  multiplication  par  dx'"d)'''  en  suppri- 
mant le  dénominateur,  on  obtiendrait  d"'^"u,   expression 
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qui  ne  renfermerait  plus  aucune  trace  des  différentiations 
eiFectuées-  On  est  donc  obligé,  pour  que  la  notalion  ait  un 
sens  déterminé,  de  conserver  le  dénominateur,  et  d'écrire 
ainsi  cette  différentielle, 

d"'*"u    ,      , 

ilx,"'ar". 

d3^dy'  ■' 

Elle  serait  représentée  beaucoup  plus  simplement  par  la 
notation  déjà  employée,  d^  ^    u. 

Le  système  de  notation  de  Lagrange  s'applique  aux  {onc- 
tions de  plusieurs  variables;  mais  nous  n'en  parlerons  pas, 
vu  que  les  géomètres  n'en  font  pas  usage,  La  notation  de 
Leibnitz  a  prévalu,  parce  qu'elle  a  surtout  le  grand  avan- 
tage de  mettre  en  évidence  les  diiïërences  infiniment  petites, 
dont  la  considération  est  si  utile  dans  toutes  les  recherches 
qui  dépendent  des  Mathématiques. 

Différentielles  totales  des  fonctions  de  variables 
indépendantes. 


j?  et  y  étant  indépendants;  nous  avons  vu  précédemment 

M  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  Ajc,  A7,  A«,  quand 
Ax  et  A/  tendent  vers  zéro. 

La  somme  des  deux  premiers  termes  jouit  donc,  par  rap- 
port à  l'accroissement  total  Au,  de  cette  propriété  remar- 
quable, d'être  égale  à  la  différence  elle-même,  à  une  quan- 
tité près  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  différence. 
D'après  cela,  l'analogie  nous  conduit  à  donner  le  nom  de 
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différeutielle  totale  de  «  à  l'expression  suivante  : 


dx  et  dj  étant  des  quantités  indéterminées  et  indépen- 
dantes que  nous  nommerons  les  différentielles  de  x  et  y. 
Elle  jouit  de  la  propriété  que,  lorsque  dx  et  dj-  seront  con- 
sidérés comme  les  accroissements  infiniment  petits  donnés 
h  X  et  J,  elle  pourra  être  prise  pour  l'accroissement  total 
de  «,  en  négligeant  une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  cet  accroissement. 

Nous  désignerons  celte  différentielle  totale  par  du,  et  il 
faudra  bien  la  distinguer  des  du  partiels  qui  se  trouvent 
dans  le  second  membre  et  sont  différents  l'un  de  l'autre. 
Pour  éviter  toute  confusion,  on  devra  se  garder  de  suppri- 
mer les  facteurs  communs  dsc  et  dj;  et  écrire 

On  peut  encore  écrire 

du  =^d^a  -\-d.u. 


Ces  considérations  s'appliquent  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes,  et  la  différentiolle  totale  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  sera  tou- 
jours la  somme  de  ses  différe?itielles  partielles  relatives  à 
chacune  de  ces  tiariables. 

Cherchons    maintenant  l'expression   des   différentielles 
successives  de  u.  Et  pour  cela  remarquons  d'abord  que  la 

i  vient  d'être 


différentielle 

de 

da.^dyP 

sera, 

parla 

règle  < 

démonli'ée, 

d'^P+'  u 
d.r."-^'dyl- 

Jr-i'^^i 

Ccih-ul  iiif. 

D. 

-  1. 
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f:lle  se  formerait  donc  t 

,,  .  ,      d'^tu  ,  .  ,,   , 

1  expression  proposée     -       -  )  pourvu  qu  oji  y  considérât 

l'indice  du  numérateur  comme  un  exposant,  et  qu'après  la 
multiplication  on  changeât  l'exposant  des  numérateurs  en 
indices  de  différentiation.  D'après  cela,  si  l'on  part  de  la 
formule  (i),  la  ditFérentielle  du  second  membre  s'obtiendra 

en  le  multipliant  par  —  dx  +  -r-  dj,  et  faisant  le  change- 
ment des  exposants  en  indices.  H  en  sera  de  même  pour  la 
différentielle  de  ce  résultat  ;  et,  par  conséquent,  en  dési- 
gnant par  d^u  la  différentielle  totale  de  l'ordre  m  de  ii,  on 
atira  la  formule  symbolique 

en  entendant  toujours  que  les  exposants  des  du  dans  le  se- 
cond membre  seront  changés  en  indices  de  différentiation, 
ainsi  que  dans  le  troisième,  où  les  notations  x,  y  resteront 
invariables.  On  peut  encore  l'écrire  ainsi  : 

Comparons  maintenant  d^w  à  la  différence  totale  A™ h. 
Keprenons  pour  cela  la  formule 

û«  ^  —  Aj^'  -i-  -  —  if  -f-  a, 

dans  laquelle  nous  supposons  ^x  et  Aj*  infiniment  petits, 
et  donnons  k  x  et  y  les  mêmes  accroissements  Aar,  Aj'. 

L'accroissement  de  —  calculé  semblablement  s'obtiendrait 


nfîniment  petite  par  rapport  à  ùix  et  Aj-5  il  en  t 
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quemcnt  par  le  carré  de  cette  expression,  dans  lequel  on 
changera  les  exposants  de  du  en  indices,  plus  une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  aux  quantités  Ax°,  AarAj-, 
Aj''.  Or  nous  savons  que  m  se  compose  de  termes  qui  ont 
en  facteurs,  les  uns  Ax,  les  autres  Ay,  et  en  outre  d'autres 
facteurs  qui  deviennent  nuls  avec  Ax  et  A^  ainsi  que: 
leurs  dérivées  ;  d'où  il  suit  qnc  l'aecrois sèment  de  w  sera 
infiniment  petit  par  rapport  aux  mêmes  quantités  A^', 
Ax  Ay,  Af^.  On  a  donc  la  formule  symbolique 


dy 


^J\  ^-, 


(!>'  étant  infinim.ent  petit  par  rapport  aux  quantités  Ax*, 
AxAjt',  ùt.y^.  En  continuant  ainsi,  on  parviendrait  sans 
difficulté,  quel  que  fût  le  nombre  des  variables,  à  la  for- 
mule symbolique  générale 


^''^ 


fc)  étant  infiniment  petit  par  rapport  au  produit  de  m  (ac- 
teurs Ax  ou  Aj. 

On  a  donc  aussi  cette  autre  proposition  générale  : 

La  différentielle  totale  de  l'ordre  m  d'une  fonction  d'un 
nombre  ifuelconi/ue  de  variables  indépendantes  dans  la- 
quelle on  prend  dx,  dy,...  égaux  aux  accroissements 
infiniment  petits  de  ces  variables  ne  diffère  de  la  diffé- 
rence m'""'  correspondante  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  elle-même. 

Remarque  aÉHÉiiALË.  —  Lorsque  l'on  cliercliera  une  équa- 
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tion  entre  les  différentielles  d'ordre  quelconque  de  fonc- 
tions quelconques,  et  qiie,  pour  y  parvenir,  il  sera  avan- 
tageux de  considérer  d'abord  des  différences  infiniment 
petites,  on  pourra  substituer  les  différentielles  aux  diffé- 
rences correspondantes,  et  négliger  toute  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  celles  entre  lesquelles  on  cherche 
la  relation;  car  si  l'on  divisait  l'équation  exacte  par  une 
des  dillférences,  élevée  à  une  puissance  convenable,  et  qu'on 
passât  à  la  limite,  les  rapports  des  différences  seraient  rem- 
placés par  ceux  des  différentielles,  et  Ton  aurait  l'équation 
même  à  laquelle  on  serait  parvenu  en  négligeant  des  quan- 
tités nécessaires  pour  l'exactitude  de  l'équation  entre  les 
diilerences ,  mais  qui  disparaissent  de  l'équation  exacte 
entre  les  différentielles  considérées  comme  des  quantités 
iniiniment  petites  ou  iinîes. 
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CHAPITRE  V. 

DIFFÉRENTIELLES  TOTALES   DES  DlVETtS  ORDRES  DES   FONC- 
TIONS DE  PLUSIEURS  VARIABLES  DÉPENDANTES. 


206.  Si  les  variables  x  ct^',  qui  entrent  dans  la  foiicdon 
M,  étaient  elles-inèmes  des  fonctions  de  variables  indépen- 
dantes, les  diirérentielles  totales  de  u  changeraient  toutes 
de  forme,  excepté  celle  du  premier  ordre,  parce  que  les  fac- 
teurs Jjc,  dy  ne  seraient  plus  constants. 

Ainsi  la  différentielle  première  de  u  aurait  toujours  pour 
expression 


du  =  —  d-r  - 


-  rt)-. 


Mais,  en  diiférentianl  cette  expression,  il  s'introduirait  les 
termes 


B" 


4r 


et  l'on  formerait  (/'^,  d'j 
pendantes  et  de  leurs  diflî 
précédentes.  On  aura  a 


des  ï 
lies,  d'aprè 


riables 


-jr+- 


''f 


et  d' u  jouira,  par  rapport  à  A'  m,  de  la  propriété  qui  a  été 
démontrée  indépendamment  de  la  forme  quj  pourrait  résul- 
ter de  variables  intermédiaires  entre  u  et  les  variables  in- 
dépendantes. 
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On  trouverait  de  même  les  différentielles  totales  des 
ordres  suivants,  et  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables supposées  dépendantes  d'autres  quelconques.  Si, 
parmi  ces  variables,  les  unes  étaient  dépendantes  et  les 
autres  indépendantes,  il  suffirait  de  supposer  nulles  les 
différentielles  de  ces  dernières,  qui  passeraient  de  premier 
ordre. 

Cas  particulier  oiix  et  y  sont  des  fonctions  linéaires.— 
Si  a:  et  ^  étaient  des  fonctions  linéaires  des  variables  indé- 
pendantes, dx  et  dj-  seraient  constants,  quelles  que  fussent 
les  valeurs  des  variables;  on  aurait  donc 

d'x  =  o,     d'r  =  o,     #,r  =  o,..., 

et,  par  conséquent,  on  retrouverait  la  formule  symbolique 

■'■"+(£'"+|*-)"=i*"+''''''-' 

qui  s'étendrait  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions  implicites. 

207.  Supposons  d'abord  la  fonction  implicite  u  dépen- 
dante des  variables  x  et  y,  et  déterminée  par  une  équation 
imique 

ïious  aurons 


'    d« 


d'où  l'on  tirerait  du,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

Différcntîant  encore  celte  équation  par  rapport  à  toutes 
]es  variables,  et  observant  que  du  n'est  pas  constant,  i] 
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dxdu  dy  du  du 

d'où  l'on  tirerait  rf*K,  et  ainsi  de  suite.  On  agirait  de  la 
même  manière  pour  un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes.  Si  u  ne  dépendait  cjue  d'une  variable  ,r, 
cette  équation  se  réduirait  à 

d?V    ,  rf'F     ,    ,         -^'F    ,  ,      ''F  „ 

— —  rf.r'  -1-  2  -,— r-  dxdu  ^ — r— -  dii^  -I — r—  du  :=  o. 

d.-r'  dxdtt  d'i?  du 

208,  Si  l'on  avait  deux  équations,  il  j  aurait  deux  va- 
riables, fonctions  de  toutes  les  autres;  et  dans  ce  cas  on 
diiïé  rentier  ait  successivement  cbacune  des  équations,  en 
distinguant  bien  les  variables  dépendantes  des  indépen- 
dantes :  on  déterminerait  ainsi  les  différentielles  secondes, 
troisièmes,  etc.,  des  deux  ibnctions;  et  l'on  agirait  de  la 
même  manière  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équa- 
ùons. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

y  et  u  sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x. 
On  aura  d'abord  les  deux  équations 


a  dj  et  du.  En  diffère ntiant  ces  deux  éqii; 


y  Google 


n8o 

LIVr.E    II. 

lions, 

on  obtieiidr 

d^¥ 

■  rf«'- 

d'Y     , 

ij 

+ 

drd.^'J- 

dy 

fPX  -i- 

dx- 

du' 

■du''- 

dxdj 

■'f 

-^- 

iydu 

*■<««  + 1. 

i'j  + 

^J 


d'où  l'on  tirerait  d' u  et  d^y,  puisque  dy  et  du  sont  connus . 
On  obtiendrait  ainsi  les  différentielles  de  tous  les  ordres  de 
;   et  u. 
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CHAPITRE  VI. 

CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


309.  Cas  d'une  seule  variable  indépendante.  —  Nous 
considérerons  d'abord  les  fonctions  d'une  seule  variable  in- 
dépendante ;  et  l'objet  que  nous  allons  nous  proposer  est 
d'exprimer  toutes  les  dérivées  d'une  fonction^  par  rapport 
à  une  variable  x  dont  elle  dépend,  au  moyen  des  dérivées 
successives  d'une  autre  fonction  u  par  rapport  à  une  varia- 
ble t,  regardée  comme  indépendante. 

Toutes  les  quantités  dépendent  d'une  seule  variable  ; 
ainsi  l'on  a  trois  équations  entre  3:,  y,  k,  (,  ou  deux  seule- 
ment, en  laissant  de  côté  celle  qui  exprimera  la  relation 
entre  .!■  et^'.  On  voit  que,  en  vertu  de  ces  trois  équations,  ou 
peut  considérer  u  comme  une  fonction  de  t,  et  ce  sont  les 
dérivées  de  u  par  rapport  à  t  que  l'on  veut  faire  entrer  dans 
des  calculs  où  se  trouvent  les  dérivées  Aey  par  rapport  à  x. 

Pour  cela  nous  allons  d'abord  exprimer  les  dérivées  de 
j  par  rapport  à  x,  en  fonction  des  dérivées  de  x  et  j  pai- 
rapport  à  une  même  variable  indépendante  (  dont  elles  se- 
raient regardées  comme  fonctions.  Ces  formules  seront  les 
mêmes,  quelle  que  soit  la  forme  particulière,  tant  de  l'é- 
quation entre  x  etjy,  que  de  celle  qui  doit  lier  en  outre  x  et 
Y  avec  t.  Nous  montrerons  ensuite  comment  les  dérivées  de 
X  1:1  y  par  rapport  à  t  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de 
celles  que  l'on  veut  introduire,  qui  sont  celles  de  u  par  rap- 
port à  t.  Ce  dernier  calcul  dépend  des  équations  qui  lient 
:c  et  ^  avec  t  et  u,  et  peut-être  encore  avec  d'autres  va- 
riables; et  le  nombre  des  équations  doit  toujours  être  tel, 
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iju'il  n'y  ait  qu'une  seule  variable  indépendante,  comme 
nous  l'avons  supposé. 

210.  Pour  exprimer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  au 
moyen  de  celles  de  x  et  j"  par  rapport  à  t,  nous  observe- 
rons que,  d'après  le  principe  des  fonctions  de  fonctions,  on 


dy  _ 


dt  di:'' 


,   puisque      3-  =  j 


Passons  mainlenant  à  l'expression  de  — ^^-  Nous  dîlïérentie- 

rons  pour  cela  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rap- 
poTt  à  x;  mais,  afin  do  n'introduire  dans  le  second  membre 
que  des  dérivées  par  rapport  à  t,  nous  le  diffc  rentier  on  s 

d  abord  par  rapport  à  t,  puis  nous  multiplierons  par  -j-; 

ou  nous  diviserons  par  -—  ■  Kous  obtiendrons  ainsi 
^       dt 

d'y  dx        d'.-!-.  dj 
d'y        df    dt         de'    de 


Dem^me,  pour  obtenir  -7-^1  r 
membre  par  rapport  à  t,  puis  i 


s  diffé  rentier  ou  s  le  seconf! 


s  diviserons  par  —  *  Eten 

continuant  ainsi,  il  est  clair  que  ['on  aura  l'expression  de 
toutes  les  dérivées  ic  jr  par  rapport  à  œ,  au  moyen  de  celles 
de  a:  et  ^  par  rapport  à  une  variable  quelconque  (,  dont  x 
ety  seraient  dépendants. 

On  peut,  au  lieu  de  dérivées  de  x  et  j'  par  rapport  à  (, 
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introduire  leurs  différentielles;  il  suffira  de  supprimer  le 
diviseur  dt,  et  il  viendra 

d^y  _  ePyd^  —  d'^dy 

Ces  premières  formules  se  rapportent  au  changement  de  la 
■variable  indépendante  seulement. 

Si  l'on  suppose  que  la  variatle  t  soit  la  fonction  y  elle- 
même,  on  aura  les  dérivées  de  j  par  rapport  à  x,  exprimées 
au  moyen  de  celles  de  ss  par  rapport  à  j,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  relation  entre  X  et  y.  Ces  formules  seront 

<-P,r 

dj  _  1         (Py  _  dy^ 

dx       dx         dji'  j  d,T.  \  ■' 

Tj  \dj) 

21  ') .  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  l'on  att- 
rait, entre  m  variables  ^jj^,...,!;,  (,lesm  —  a  équations 

ï(i,r,. .,«,!)=--:  o, 

/(x,J.,..,.,,)  =  0, 


sans  compter  l'équation  qui  donne  y  en  fonction  de  x.  SI 
l'on  différentie  ces  m  —  a  équations  par  rapport  à   î,  on 

pourra  exprimer  — j  —  en  fonction  de  -r-  par  la  résolu- 
tion d'équations  du  premier  degré. 

Différentiant  de  nouveau  ces  équations,  on  introduira 
les  dérivées  secondes  par  rapport  à  £,  et  il  y  restera  des 
dérivées  premières  que  l'on  pourra  remplacer  par  leurs 
valeurs,  tirées  des  premières  équations.  On  pourra  donc 
encore,  par  la  résolution  d'équations  du  premier  degré,  tirer 

,  ,  ,    d^x    d'Y  1     d^u        dit 

les  valeurs  de  -r—t  ——  au  moyen  de  -=--  et  -j-  ■ 

de    dt'  ■'  dt^      dt 

En  continuant  ainsi,  toutes  les  dérivées  de  X  et  de  y  par 
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rapport  à  (  seront  exprimées  au  moyen  de  celles  de  u  par 
rapport  à  t;  et  comme  nous  avons  donné  les  formules  géué- 

,  .  .  dy     d?Y  ,      d:r:     /P.T 

raies  qui  expriment  -j- ,  ~—  i  ■  ■  •  au  moyen  de  —  )  -y^  ?  ■  ■  ■  i 

dj     d'y  .,     ,  .  ,,  ^         dy     d'y 

-i-î  -TV'"  ■  -î  il  S  ensuit  que  I  on  connaîtra  t-i  -;—  >•  •  ■  au 

dt      dt'  ^  ds:     dx' 

,     du     dfu  .,.111-       .1 

moyen  de  —■,  -^'-  ■  ■  ce  qm  était  1  objet  de  la  question. 

Si,    au  lieu  d'équations  finies,  on  avait  des  équations 

différentielles,  il  faudrait  toujours  clierclier  à  en  déduire 

dr.    d?x.  dr    d'Y  ,     du    du  ,, 

,.__,..,,  ^,  —-,-..  au  moyen  de  -r-i  -rr'--  ■'  et  1  on 
de     de  dt     dC  ■'  dt     dt' 

agirait  ensuite  comme  dans  le  cas  précédent. 

Supposons,  par  exemple,  l'équation 

m- m-" 

-^,  ^;,.--    aumoymJo 

dx    d'x  .  .  ,,....  .  dy    d'y 

—  j-T-jj--  ■•  La  question  se  réduit  ICI  a  exprimer  — -.  -j--'-  ■  ■ 

,    dx    d'x 
au  moyen     e  -^  ;  -^  -, 

Or  on  aura  d'abord 

dy     _  r     ^^ 


Pour  avoir 

di'  ' 

on  différeutiera  l'équation  i 

viendra 

d.r  d'^        dy  d'y 
'dtlè'^'dï'   df  ~^  °' 

d'où 

rf,r  d.r                 d.x  d'x 

d'y  _ 

Tt   1?                 Tt~dP 

s/' 
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Une  nouvelle  diffère ntîatîon  ferait  connaître  -^V'  "^t  ainsi 

de  suite. 

Ce  cas  est  celui  où  l'on  déterminera  une  courbe  par  une 
équation  entre  l'arc  et  l'abscisse. 

21â.  Cas  de  plusieurs  variables  indépendantes.  — Con- 
sidérons maintenant  une  fonction  z  de  deux  variables  indé- 
pendantes x,  y.  Sa  forme  n'est  pas  connue,  et  l'on  ne  doit 
pas  avoir  besoin  d'en:  faire  usage  ;  mais  on  doit  toujours 
raisonner  dans  l'hypothèse  qu'elle  existe. 

La  question  que  nous  nous  proposons  est  de  déterminer 
les  dérivées  partielles  de  tous  les  ordres,  de  z  par  rapport 
à  :*;  et  ^,  au  moyen  de  celles  d'une  autre  fonction  r  par 
rapport  à  deux  autres  variables  indépendantes  ç  et  9,  en 
supposant  qu'il  existe  trois  équations  entre  a:,  j',  z,  »■,  cf,  5, 


(1) 


^)==o,     F,(», 


de  sorte  que  quatre  quelconques  de  ces  six  variables  peuvent 
être  regardées  comme  fonctions  des  deux  autres,  qui  seront 
entièrement  arbitraires. 

Cela  posé,  ditférentions  successivement  ;■  par  rapport  à 
chacune  des  variables  a:  et^,  la  seconde  étant  supposée 
constante:  et  considérons  r  comme  dépendant  de  9  et  ç,  qui 
eux-mêmes  dépendent  de  x  et  j'.  Nous  aurons  ainsi 


dr         dr  d<l         dr  da  dr 

dx       d(i  dx       df  dx        df 

Il  faut  maintenant  éli 


dx    d.v    dx     df     ify     dj 


dr  d<i 
'dQdJ-' 


de  ces  équations  les  dérivées 
)ur  cela  nous  ditférentierons 
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rd]. 

ssé 

quations  ( 

:■)  V» 

■  rapport  à 

X' 

;d'où 

dF  dfi 
M   dx 

d, 

dj7 

dY 
'^  dr 

dr 
dx 

dV 
'^  dx 

+ 

dF  dz 
dz    ds 

rfF, 
dO 

,dQ 

rfF, 

d. 

dr 
dx 

^  dx 

+ 

d¥, 
d% 

dz 
dx 

dF: 

,d9 

^  dr, 

.d. 

rfFs 

dr 

df. 

di\ 

dz 

'm 

dx 

*^ 

li 

^-d7 

lu: 

+  ^ 

+ 

dz 

dx 

dx     dx     dx  dx 

reportant  dans  la  première  équation  (  2  ) ,  nous  en  tirerons 

dH^  dif' 

Différentiant  de  inÈine  les  équations  (i)  par  rapport  à  y 

et  faisant  usage  de  la  seconde  équation  (2),  on  obtiendra 

dz  ,     dr     dr  .--ni'  1 1  ? ,     . 

—  au  moyen  de  — »  — ;  ce  qui  était  1  objet  que  1  on  s  était 

proposé. 


degré;  mais  on  pourrait  d'ailleurs  les  obtenir  directemi 
en  suivant  une  marche  inverse. 

On  passera  aux  dérivées  pai'tielles  du  second  ordre 

^£' Jf 

""riâ'  d^^ 

\  traité  r,  ce  qui  introduira  les  de'rivées  du  se- 
cond ordre  de  r  par  rapport  à  0  et  (f. 

.    1-,.^-        .      ^^    ds    dO    df 
On  aura  en  outre  a  djlierentier  -^!     -î  -7-5  -;->  ce  qui 
dx    d-c    dy    dy  >■ 

introduira  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  z  par 

rapport  à  x  et  j^,  dont  on  aura  ainsi  les  valeurs. 
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I!  est  facile  de  voir  que  cette  niéttiode  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  et  s'étend 
aux  dérivées  de  toutes  les  autres. 

213.  Nous  examinerons,  en  particulier,  le  cas  d'une 
fonction  u  de  trois  variables  indépendantes  a:,  j^  z,  qui 
doivent  être  remplacées  par  trois  autres  variables  indépen- 
dantes r,  <f,  6,  liées  k  a:,  f,z  par  trois  équations  connues  \ 
dans  ce  cas,  il  s'agira  d'exprimer  toujours  les  dérivées  par- 
tielles de  u  par  rapport  à  x,  j,  z  au  moyeu  de  ses  dérivées 
partielles  par  rapport  à  r,  ç,  6.  Ce  problème  renferme  celui 
de  la  transformation  des  coordonnées  dans  des  équations 
aux  différentielles  partielles  où  la  variable  principale  est 
tuie  fonction  de  trois  coordonnées. 

Considérons  u  comme  fonction  de  $,  y,  r,  et  ces  dernières 
comme  fonction  de  x,  j",  z;  et  différentions  u  partiel lemetii 
par  rapport  à  x,  j,  z,  nous  aurons 

idu  du  dS  du  da  du  dr 
dx  dS  dx  df  dx  dr  dx 
du  du  dd  du  dif  du  dr 
'^-'''d&'ify'^d^dx'^dFdj'' 
du  du  dQ  du  d^f  du  dr 
dz        dD  dz        dif  dz        dr  dz 

Or,  au  moyen  des  trois  équations  entre  x^  y,  s,  6,  ç,  r, 
on  peut  déterminer  les  dérivées  partielles 


dx        dy        dz        dx        df        dz        dx        dj        dz 

et  par  conséquent  les  équations  (3)  donnent  les  valeurs 
des  dérivées  partielles  de  la  fonction  u  par  rapport  à  x^  j^ 
z-,  au  moyen  de  celles  de  la  même  l'onction  par  rapport  à 
e,  (f,  r. 

La   résolution  de    ces   trois   équations    ferait  connaittc 
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du    du    du  -,     da     du    da  ,  .    , 

-î-î  -;-)  -7-î  au  moyen  de  — -î  -—,  — -:  mais  on  pourrait  les 

d9     drf     dr  ■>  dœ     dy     dz  '  *^ 

trouver  directement  par  ujie  marche  inverse  de  !a  précé- 
dente. 

En  différentiant  les  équations  (3)  successivement  par 
rapport  à  a;,  y,  z,  on  exprimerait  les  dérivées  du  second 
ordre  par  rapport  aux  variables  indépendantes  d'un  des 
systèmes,  au  moyen  des  dérivées  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  variables  de  l'autre  ;  et  l'on  continuerait  ainsi  in- 
définiment. 

Ainsi,    par  exemple,    en   dilïérentiant  -j-  par  rapport 

à  X,  on  serait  ramené  à  former  les  dérivées  partielles  de 
du    du    du  .  ,  11         c       - 

-TT-)  -j-^  -j-  par  rapport  a  x,  et  c  est  ce  que  1  on  ferait  en 

du     du     du  •      M  T        1  -    . 

traitant  -^,  -j-,  -r-  comme  on  avait  d  abord  traite  u,  ce 
dS     d<f     dr 

qui  introduirait  les  dérivées  du  second  ordre  de  u  par  rap- 
port à  ô,  y,  r,  tout  le  reste  étant  connu. 

214.  Appliquons  ce  procédé  à  une  transformation  qui  se 
présente  souvent  dans  les  questions  de  Mécanique  et  de 
Physique  mathématique. 

Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  d'un  point,  et 
;■,  0,  <^  ses  coordonnées  polaires,  de  sorte  qu'on  ait  entre  ces 
six  variables  les  trois  équations 

s  =  /-cose,     j-  =  rsin9sin-|',     .r  —  /-sinO  cos-l.; 
on  trouvera,  au  moyen  de  la  méthode  que  nous   venons 
d'exposer, 


—  =  — sitiesxn-}  + 
dy        dr  ' 

du        du  du  f,\ 
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_  £!"  cos'a5inijicos.j.  _  d^  sin4_£OSJ. 


d.7^dX 

dr'-""""    ^-''-''    '     dB' 

d^'     /-'sin-e 

'^^'dhdr                   r                  '^  d-^dl 

/»,■+-»„■+■> 

l            '■            J 

d'u    (cos'^-sin'4)cos0        du  sîi 

n-l,in  +  coj<, 

d[d9                /■-sine                     dr 

'■ 

duco&Osin-^coti-^  f__.^^    ^       i    \     ^ 

J«i       ,-sin-8       1 

d'à 

d'u                                   rf'«smecos9co 

>■* 

drd<. 

^^.,  smflro.Ocos.^        rf6' 

d'u    (cos'S  — sin'Sjcos^          d'u    : 
"^  dSdr                    r                         d^dr 

/■sine           rfflrfi^    ^' 

du  (sin'fl  — cos'0)cos^       du  smS 
■^  dS                    r^                        dr 

cosScoti 

d'il 
Ifydz'^ 

d'il    .    ^        _     ,        d'il  sinecos&sm 

+ 

d'u    (cos'O  — sin=e)sin4    ^    rf=«   1 

:O!+00!»         d-„   cos^, 

'   dSdr                    r                      '   J-|rf,- 

/■biaS           md-^    /-' 

</«  (sin'fl  —  cos'O)  sînj.        </«  siiiS 

cos  e  sin  -{j 

'    d3                    r'                         dr 

' 

d'i. 

•       d-'u.   .  ^           ,       ^'^.cos'Bcos'^ 

^■»  ,;„.+ 

d.r-- 

■■        dr'  ""^  ^'^"-"^    '     dd'           r'            ' 

</-^'  /-'sm'fl 

d'u  smec(is9cos'^        _   d^u 
^    ^dddr               r                    ^d^dr 

û„i,mi 

„  d'u  sin^cos^       du  cosH  CCS 

'^  4-  sîn'ij- 

ddd^    T-'tange         dr 

' 

,tc«o.f™'+-'""'~'+~l 

_rf«,in<,coi* 
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di-^                    ^         dO'           r' 

d'u  sinScosesin^i!-    ,        d'u   . 

sini^cosi^ 

'    'dedr               r               ■    ~  d^dr 

'■ 

d'u   smi].cos^       du  /cos'flsi 

n'^+cos-m 

■    ~  dHd-^    r'tanjjS      '    dr   \ 

; 

,    du            (co,^^-1>.ûn^^ûn-'^\ 

_''"»»•>"■■* 

'    d^^'^'y              rHinO               j 

-J+     r'àu-l    ■ 

^  Ifr^  *^°*    '^'  "59^"  T'       *  l^f  " 

r          +*      r 
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CHAPITRE  VIL 

APPLICATIONS  ANALÏTIQUES  DU  CALCDL  DIFFÉRENTIEL. 


21S.  Détermination  des  valeurs  particulières  des  fonc- 
tions t/ui  se  présentent  sous  les  formes  -,  ^,  co  X  o,  i", 

03  ",  o°.  —  Lorsqu'une  fonction  est  le  quotient  de  deux  autres 
fonctions  de  x,  et  qu'une  valeur  particulière  de  x  rend  ces 
deux  dernières  nulles  ou  infinies,  la  valeur  de  la  première 

se  présente  sous  la  forme  ~  ou  ^  »  et,  dans  ce  cas,  on  peut 

se  proposer  de  déterminer  la  valeur  vers  laquelle  converge 
la  fraction  donnée,  lorsque  x  tend  vers  cette  valeur  parti- 
culière :  c'est  cette  valeur  limite  que  l'on  désigne  souvent 
sous  le  nom  de  vraie  valeur  de  la  fraction  qui  se  présente 

sous  la  forme  indéterminée  -  ou  ^  • 

Cherchons  d'abord  la  limite  de  -j^-r  lorsque  x  tend  vers 
une  valeur  Xo  telle,  que  l'on  ait 

¥{x.)=o,    /(x.)  =  o. 


Soit  h  une 

:  quantité  tendant  vers  zéro  ;  on  aur; 

l,   d'aprè; 

lin 

n"  189, 

F{^,-i-k)     rix,-hBh) 

donc 

lorsque  x 

tend 

vers  xe  ;   et,  par  conséquent, 

.iF'(x.: 

'0- 

)el 
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2(ja  j.iviiK  a. 

/'  (xo)  ne  sont  pas  nuls  ni  infinis,  la  limite  cherchée  sera 

Si  l'on  avait  encore 

1        !■         ■  J  '^'{■^)  ■       1  ~  II         1         ^"1^) 

la  limite  de  serait  la  même  que  celle  de  -■/: — ,  et 

ainsi  de  suite. 

Si  donc  toutes  les  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  exclusive- 
ment deviennent  nulles  pourx  =  x^,,  la  limite  cherchée  sera 
celle  de  j^^  ''''■  ;  et  si  F"  {x„)  et  /"  (:co)  ne  sont  ni  nulles  ni 
infinies,  on  aura  pour  valeur  de  cette  limite 

Si  l'une  de  ces  dernières  dérivées  est  encore  nulle,  la  limite 
sera  zéro  si  c'est  F"  [Xq)  qui  est  nulle,  et  la  fonction  croîtra 
sans  limite  si  c'estf"  [xo  ) . 
216.  Supposons  maintenant 

F(i.)==,    /(!.)=», 

Remplaçant  -r^—  pai'  l'expression  identique ,  et  ap- 

Flf) 
pliqnaTit  à  cette  dernière  la  transformation  précédente,  on 

/'(.^.  +  «4) 


~t)_/{r.  +  l,)  _/(■:. 


rr(.,.-n;.)iV(x.H 
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Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  -.      ■  tend  vers   une 

valeur  finie  A  différente  de  zéro.  L'équation  préccdenlc 
doune  alors,  en  passant  aux  limites, 


A  -.  A^Iim' 


/'(-) 


ce  qui  donne  la  même  règle  que  dan 


A  =  Ii 
ms  le . 


asoil'oi 


Supposons  maintenant  que 


/M 


tende  vers  zéro.  En  y  ajou- 


F[.r)  +  M/[^) 


!  quantité  constante  M,  on  formera  la  fraction 

dont  la  limite  sera  M-,  et,  par  conséquent, 

on  rentre  dans  le  cas  précédent.  Il  faut  donc  prendre  les  dé- 
rivées des  deux  termes  et  y  faire  tendre  x  vers  x^;  ce  qui 


donne  pour  la  lin 


comme  cette  limite  est  M,  on  aura  „,,     .  - 

F  (  .r } 
cas,  on  obtient  encore  la  limite  de  —~ — ~  ei 

F'U) 
Enfin, 


croit  11 


il  en! 

démontrer.  Donc  ■ 
f 

tous  les  cas,  on  trouve  h 


t  indéfiniment.  Donc  enfin,  dans 

F'fj^ 


A')' 
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La  règle  est  donc  la  même  pour  les  fractions  qui  se  ré- 
duisent à  ^  que  pour  celles  qui  se  réduisent  à  -- 

On  agirait  de  la  même  manière  sur  ■  si  ses  deux 

termes  devenaient  encore  infinis  pour  x-^^X(,-^  mais  si 
toutes  les  dérivées  successives  le  devenaient,  cette  méthode 
ne  serait  plus  applicable;  et  ce  qu'il  y  a  souvent  de  mieux 
à  faire  dans  ce  cas,  c'est  de  remplacer  x  par  Xt)  -+-  h  et  d'ef- 
fectuer les  réductions. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  la  fraction 

ses  deux  termes  deviennent  nuls  pour  œ  ^^  Xo,  et  toutes  les 
dérivées  deviennent  infinies;  mais  si  l'on  pose  x  t^=:  Xo  -f-/i, 
elle  devient 

supprimant  le  facteur  commun  h',    il    reste —71 

dont  la  limite  est  zéro  quand  /(  tend  vei's  zéro. 

217.  La  valeur  Xa,  étant  arbitraire,  peut  être  supposée 
aussi  grande  que  l'on  voudra,  et,  par  conséquent,  les  règles 
précédentes  s'appliquent  au  cas  où  l'on  a  Xo  :=:  co  ;  mais  ia 
démonstration  directe  ne  pourrait  plus  se  faire  de  la  même 
manière  dans  ce  cas,  et  il  est  bon  de  l'examiner  à  part. 

Si  l'on  pose  a?  =  -s  on  aura 


^G)' 
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j"  tendant  vers  zéro,  il  n'y  axira  aucune  difficulté,  et  l'on 
aura,  par  la  démonstration  précédente, 


(^) 


Ai)      Ai)v-     '\y 


On  aura  donc  aussi 


.iw=,i„!:i 


X  croissant  indéfini 


8.   Considérons  maintenant  le  produit 


^[•r)f{.^]. 

ei 

i  supposons 

F(^,):t-o;>  , 

/(-;): 

=  o; 

nous  aurons  ideni 

tiquement 

F(^)/W 

y 

0, 

=  qui  ramène  .u 

premier  cas  j 

et  l'on 

trouye 

alors 

limf 

,;„£(; 

^Yf  [^) 

Si  la  seconde  expression  rentre  dans  un  des  es 
on  la  traitera  par  les  procédés  déjà  indiqués. 

219.  On  peut  encore  donner  une  autre  règle  pour  ti 
ver  la  limite  de  la  fraction 

dans  laquelle  on  suppose  x  infini. 
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En  effet,  h  étant  une  quantité  finie  queleonijue,  on  £ 
quel  que  soit  x, 


F(^-hA)-F(^) 


=  F'{3r  +  eA)î 


faisant  croitre  x  indéfiniment,  le  second  membre  tend  vers 
F'{co  ),  qui  est  la  limite  de  la  fraction  — A— i,  d'après  une 
des  règles  précédentes.  Donc 


et  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  A  =  i, 

lini  ISflL  ^  lim[F  (^  ■+- 1)  -  F  [x)]. 

Ce  théorème  a  été  démontre  d'une  autre  manière  par 
M.  Caucty,  dans  son  Cours  d^ Analyse  algébrique . 

220.    Considérons   maintenant    une    expression   de  la 
forme 

son  logarithme  est 

/(.r>losF(^), 

et  rentre  dans  une  expression  que  nous  avons  examinée. 
Si  donc  on  peut  déterminer  par  les  règles  préeédentes  la 
vraie  valeur  de  ee  logarîtlime,  dans  le  cas  singulier  où  les 
fonctions  logF(.r}  elf(x)  seraient,  la  première  infinie  et 
l'autre  nulle,  on  en  conclura  immédiatement  celle  de  l'ex- 
pression proposée. 

Examinons  en  particulier  l'espre 


F(x. 
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dans  le  cas  de  ^  :=  oo  ,  et  supposant  F  {oo  J  =  oo  .  Le  loga- 
rithme de  cette  expression  est 


et  sa  limite  est  celle  de     ■■■    -,  que  l'on  peut  traiter  par  les 
règles  précédentes. 

Mais  si  l'on  applique  à  ~ ^  la  règle  particulière  du 

n"  219,  on  trouvera  que  sa  lim.itc  est  la  même  que  celle  de 

t) 

Donc  la  limite  de  F  (x]'  est  la  mémo  que  celle  de  — '^  ■■■■  ■ 

quand  x  devient  infini.  Cette  règle  avait  encore  été  démon- 
trée par  M.  Cauchy. 

Si  l'on  aF  (co)  ==  o,  on  posera 


Mais9{ûo}  =  cc;donc 


\im<f  (.r)*  =  liiii  --- — — ^ — -') 


221.    L'application    de    ces    diverses    règles    conduit    à 
quelques    résultats    particuliers     qui  méritent    d'être    re- 
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larqué.  ; 

i=»      pour 

^  =  0;      sil'ona     , 

i>i. 

!ï2f  = 

0     pour     .1-  "  M  , 

3:loga':-- 

0     pour     .r  =  0, 

"-- 

ce    pour     ^7  -—  0, 

^r^ 

I     poui-     X  =  x>  , 

(A^"  -h  B^c--'  H-  , 

.  .  +  lj)"'  ^1     pour 

x  —  a? 

I     pour     j:  =  0. 

(,  +  .)^ 

"^e     pour     ^  =  0. 
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CHAPITRE  Vin, 

DÉVELOPPEMEJST  DES  FONCTIONS. 


222.  Série  de  Tajlor.  —  La  série  ijue  nous  allons  faire 
connaître  a  pour  objet  de  développer  l' accroissement  d'une 
fonction  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  1  ac- 
croissement correspondant  de  la  variable  dont  elle  dépend. 
Ce  sera  une  généralisation  de  la  formule  donnée  aun"  71. 

Désignons  par  x  Glx-h  h,  ou  par  j;  et  X  les  deux  valeurs 
fpielconques  de  x  que  l'on  considère,  par  F  la  fonction; 
ils'aêitdedévclopperF{3:  +  A)— F(ji;),ouF(X)  — F(^}, 
suivant  les  puissances  de  la  différence  /touX  —  x.  Nous 
donnerons  à  cet  effet  deux  formules  qui  différeront  par  la 
forme  du  reste  qui  complète  la  série,  et  pourront  être  utiles 
dans  des  cas  différents. 

Première  formule. —  Commençons  par  écrire  un  nombre 
quelconque  n  de  termes  déduits  suivant  la  même  loi  que  si 
la  fonction  était  entière  et  rationnelle  ;  et  désignons  par 
f{h)  ja  fonction  de  ^  et  de  A,  qui,  ajoutée  à  ces  termes,  re- 
produit F  [x  -{-  h)  :  nous  aurons,  sans  aucune  exception,  si 
les  fonctions  F,  F',. .,  F""'  sont  continues, 

t  F(^4-A)=F{a-)  -hkF'{:e]-h~F"(x)  -h... 

et  ia  fonction  à  déterminer  esty{/i).  Les  dérivées  des  deux 
membres  par  rapport  à  A,  en  laissant  x  constant,  étant  né- 
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cessaîrement  identiques,  on  reconnaît  sans  peine  que  f{h) 
et  ses  (/i — i]  premières  dérivées  deviennent  nulles  pour 
A  =r  o,  et  que 

Donc,  d'après  une  formule  démontrée  précédemment,  on 
aura 

et,  par  suite, 


r(« +  /,)  =  FM  +ir(.r)  +  ~F"(^)  -(-... 

-I-,,,*"     ,f-'M  +  ^j^F-(,-n;..i, 


Cette  formule  donne  la  solution  de  la  question,  et  montre 
dans  quel  cas  elle  est  possible.  En  effet,  si  l'expression 

tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente,  F(a;-f-  /()  est  la 
limite  de  la  série 

¥{x]  +  hr[x)  H-. . .  +  __iljl__ F"-'(.r)  -1-  . ., 

et  l'on  peut  poser  la  formule  suivante,  qui  est  celle  dû 
ïaylor  r 

j  F(^  -H  h)  =  F{..)  +  /.F,(,r)  +  ~-  F"(^)  H-.  . . 

Mais  il  faut  bien  faire  attention  que,  d'après  la  formule 
sur  laquelle  est  fondée  cette  série,  elle  ne  peut  être  substi- 
tuée à  F(;r  +  ^)  que  lorsqu.;  î''(^)  et  tontes  ses  dérivées 
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sont  continues  entre  X  et  a:  +  /ij  et  que F"{x  -i-ôh) 

tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment. 

La  fonction  F  (a: -h  h)  ne  peut  être  développée  suivant 
les  puissances  de  h  autrement  que  par  la  formule  (3);  car 
deux  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  d'une  même  variable,  et  dont  les  sommes 
sont  égales,  quelle  que  soit  la  valeur  de  cette  variable,  sont 
les  mêmes,  terme  pour  terme. 

223,  Il  est  facile  de  reconnaître  que  îe  terme 

—^ — ?"(.<■ -t-O/;), 

qui  donne  la  valeur  exacte  du  reste  de  la  série,  après  les  n 
pr<;miers  termes,  tend  vers  zéro  toutes  les  l'ois  que  F''(x) 
reste  fini,  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  et  pour  cela 

il  suffit  de  faire  voir  que tend  vers  zéro  quel  que 

soit  h.  En  effet,  quand  n  aura  dépasse  la  valeur  de  7i,  et 

qu'on  l'augmentera  indéfiniment,  l'expression sera 

multipliée  par  les  fractions 5  — ■,■■■!  qui  dimi- 
nuent de  plus  en  plus.  Mais  quand  même  elles  resteraient 
égales  à  la  première,  qui  est  plus  petite  que  l'unité,  on  sait 
que  le  produit  aurait  pour  limite  zéro.  Donc  il  en  est  de 

même  de  — — —  quand  n  croîtra  indéfiniment;  et  la  série 

de  Taylor  peut  être  employée  lorsque  F(x)  et  toutes  ses 
dérivées  sont  continues  et  finies  entre  x  et  x  -]-  h. 

Limites  de  l'erreur.  —  La  formule  (  a)  a  l'avantage  de 
donner  des  limites  de  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  à  un 
tenue  quelconque  de  la  série  de  ïaylor.  En  effet,  si  l'on 
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prend,  les  n  premiers  termes,  la  quantité  exacte  qu'il  i'au- 

draît  y  ajouter  pour  obtenir  F  (;r  -t-  h)  est 

5^5^  l"(» +  «'')■ 

Si  donc  on  désigne  par  A  et  B  Ja  plus  petite  et  la  plus  grande 
valeur  que  prend  F"(3;)  quand  x  passe  par  toutes  les  va- 
leurs, de  ^  à  x-\-h,  l'erreur  commise  en  prenant  les  « 

premiers  termes  de  la  série  sera  plus  grande  que  — — 

et  plus  petite  que 

224.   La  formule 

F(^  -!-  h)  =--  F(,r)  -[-  AF'(^)  -h  — -  f"{^)  H-  .  .  . 

-i — ^(a^  +  eA) 

n'exige  aucune  condition  relative  aux  dérivées  d'un  ordre 
supérieur  au  n'*'"'.  Ces  dernières  pourraient  être  disconti- 
nues dans  l'intervalle  do  a:  à  a;  H-  A,  sans  que  la  formule 
cessât  d'être  exacte.  Ainsi  ce  développement  peut  être 
exact  quand  on  l'arrête  à  im  certain  terme,  et  devenir 
inexact  si  on  voulait  le  pousser  au  delà. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

ï(«)=;/(,)+i, -...)'"<,(«>, 

m  étant  un  nombre  entier  positif,  et  —  compris  entre  o  et  i . 

Si  l'on  considère  pour  x  la  valeur  particulière  x„,  les  déri- 
vées seront  finies  jusqu'à  F'"(xo)  inclusivement,  en  sup- 
posant que  celles  de  /'[^)  et  ^{x)  le  soient;  mais  au  delà 
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elles  deviendront  infinies.  Le  développement  ne  devra  donc 

èlre  poussé  que  jusqu'au  terme  - — — _F'"~'  (xo)  tout 

au  plus  ;  et  il  pourra  être  eomplété  au  moyen  d'un  terme 
renfermant  la  dérivée  suivante. 

22o.  Développement  de  F(a;).  —  Si,  dans  la  formule  (a), 
«n  fait  ^  =:=  o,  et  qu'on  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la 
îettre  x.  on  obtient 


(4) 


F(^)  =  F (o)  ^  ...F  (o)  +  —-  F" (o)  ^  .  -  - 


On  peut  ainsi  développer  une  fonction  de  x  suivant  les 
puissances  de  x^  pourvu  que  cette  fonction  et  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  n  soient  continues  entre  o  et  x.  Si,  à  mesure 

que  n  augmente  indéfiniment,  l'expression  — F"  (6.1:) 

tend  vers  zéro,  la  fonction  F(a:)  pourra  être  exprimée  par 
la  formule 

(5)  V{x)  -.-.  F(0)  +  :.'F'(o)  -!-  -f-  F'(0)  -h  ...  ; 


c'est-à-dire  que  la  limite  de  la  somme  des  termes  du  second 
membre  est  F{a;).  Cette  dernière  formule  est  celle  de  Ma- 

Si  on  l'avait  obtenue  avant  celle  de  Tayior,  on  en  dé- 
duirait celle-ci  en  considérant  F{x-T-h)  comme  une  fonc- 
tion de  h  et  la  développant  par  la  formule  de  Maclaurin. 

Formule  plus  générale  po  w  le  développement  de  F  [x] . 
—  On  peut  encore  développer  F(:t7)  d'après  la  formule  de 
Tayior,  en  remplaçant  x  par  x„-i-{x  —  Xo);  on  trouve 


y  Google 


3o4  I-'VR 

ainsi,  d'après  l'équation  (a), 


et  l'on  peut  toujours  choisir  a^o,  de  telle  sorte  que  F(x„), 
F'(X|,),. . .  ne  soient  pas  infinies.  Mais  eela  ne  suffira  pas, 
et  il  faudra  toujours  s'assurer  que  le  reste  de  la  série,  dont 
nous  connaissons  l'expression,  a  pour  limite  zéro. 

Autre  formule.  —  EnGn  la  série  de  Taylor  conduit  à 
une  autre  forme  de  développement  peu  employée,  due  à 
Bernoulli.  Si  l'on  suppose  A  =:  —  a:,  elle  devient 


F(o) 
d'où 

-^F( 

x]~ 

■  xV 

(«)  +  -, 

—  r"(. 

i')  — - 

Xâ"" 

(■«) 

(7)    ï 

■w  = 

=  F{, 

.)  + 

iFM- 

-—F' 

■(■')+: 

.l'r 

"{')■ 

Les  coefficients  des  diffisrentes  puissances  de  x  sont  eux- 
mêmes  des  fonctions  de  x  ;  de  sorte  que  l'on  ne  trouve  pas 
dans  ce  développement  le  principal  avantage  que  l'on 
cherche,  qiii  est  de  remplacer  la  fonction  par  un  polynôme 
entier  et  rationnel.  On  s'assurerait  de  son  exactitude  comme 
dans  les  formules  précédentes. 

226.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  séries  de 
Taylor  et  de  Maclaurin  puissent  être  employées  toutes  les 
fois  qu'elles  sont  convergentes  ;  car  elles  pourraient  conver- 
ger vers  d'autres  limites  que  les  fonctions  qu'elles  devraient 
représenter. 

Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  e  "''  devient  nulle, 
ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  pour  a'.-iro,  et  cependant 
elle  n'est  pas  idcnLiqucment  nulle.  11  suit  de  là  que  si  'F[x) 
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est  une  fonction  dévcloppable  par  la  série  de  Maclauriii, 

F(a7)  H-  e  *",  développée  par  la  même  formule,  donnera 
lieu  à  une  série  convergente,  mais  qui  représentera  F[x), 
et  sera,  par  conséquent,  inexacte. 

L'exactitude  du  développement  ne  peut  jamais  être  éta- 
blie que  par  la  considération  de  l'expression  qui  en  com- 
plète la  valeur  après  un  nombre  quelconque  de  termes. 

227.  Autre  développement  différant  du  premier  par 
la  forme  du  j'este. 

Dans  le  n°  217,  nous  avons  déterminé  le  reste^(A},  qui 
complète  exactement  le  développement  de  F{x  -F-  h)  dans 
l'équation  (i),  en  diiférentiant  les  deux  membres  de  cette 
équation  par  rapport  à  la  dernière  valeur  x-hh  ouX.  en 
laissant  constante  la  première  x.  Nous  allons  maintenant 
cbercher  une  autre  expression  de  ce  même  reste  en  partant 
de  la  même  équation  {i),  et  différentiant  ses  deux  membres 
par  rapport  à  la  première  valeur  x  supposée  variable,  et 
considérant  la  dernière  S  oux-hh  comme  constante.  Dans 
ce  cas,  le  second  membre  renfermerait  deux  variables  x,  h, 
liées  par  la  condition  x-\-h=^X.  Pour  n'en  laisser  qu'une 
seule  en  évidence,  nous  remplacerons  h  par  X  —  x,  et 
l'équation  (i)  prendra  la  forme  suivante,  où  <f{x)  repré- 
sente le  reste  complémentaire  qui  dépend  de  la  variable  ac- 
tuelle œ  et  de  quantités  constautes. 


Différentiant  une  seule  fois  les  deux  membres  par  rapport 
à  a;  en  laissant  S  constante,  on  trouve,  toute  rédiiciiou 

Ca!e.  inf.  D.  —  I.  20 
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faite, 

Cette  équation  détermine  la  dérivée  par  rapport  à  x  île 
la  foiietion  ineonnue  œ(^)i  sa  valeur  est 

d'où  l'on  peut  déduire  une  expression  de  ç(x),  en  appli- 
quant la  formule  (6).  En  y  supposant  «  ^  i,  et  désignant 
par  z  une  valeur  quelconque,  on  en  tirera 

prenant,  pour  simplifier,  ^  =  S,  et  observant  que 
ç(X)  ;=;  o,  on  obtiendra 

f(:^l  =  (:.--.X)ç'[X--fl(^-X)], 

et,  remettant  pour  ç' l'expression  [g),  dans  laquelle  on  rem- 
placera la  variable  x  par  'K.-\-Q{x  —  X  ) ,  il  viendra 


et,  posant  i  —  B=  0', 

4.(1 -8')- 


li')  =  - 

La  formule  (8)  devient  doue,  en  remplaçant  X  par  x  H~  It 
et  supprimant  l'aceent  de  6', 

I  F(»  -I-  4)  =F(=r)  +  /iF(^)  +  -^F"(.j)  --;-. . . 

-F.(,«H-o;,). 


,...(»-I) 

!')■ 


,...(«-lJ 
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Cette  formule  ne  diffère  de  (2)  cjue  par  la  forme  du 
reste;  elle  pourra  6tre  utile  dans  les  cas  où  l'autre  serait 
insuffisante  :  nous  en  donnerons  des  exemples. 

En  y  faisant  ^  ==  o,  puis  en  remplaçant  la  variable  h  par 
X,  l'équation  (ro)  donne 

j  rf^}  =  F(o)  +^F(o)  +-^F'(o)  +.  .. 


^^ous  allons  maintenant  donner  fjucltjucs  applications  du 
22s.  Applicatioks. —  i"  Soit  F (x)  =  «',  on  aura 
Ffo)  =  i,     r(o)  =  l«..,,     F"(o)  =  l"«, 


et,  par  suite, 

"•=-"'■- 

xnui 

r.3"'^---"^i 

Le,c.,c    "■'■ 

-  a^'  tendant  veiv 

mente,  la  série  i 

ndefinie  a  pour  ; 

2"  Soient 

F-(i)  =  -(!+»)-,    r.(^)=±,.2...(»-,)(,+i)-, 

d'où  il  résulte 

F(o)=o,  F(o)  =  ,,  F'(o)=-,,..,  F.(o;=±,.a...{„-,), 

et,  par  conséquent, 

La  série  serait  comjwsée  de  termes  indéiîninient  croissants 
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3o8  LIVKE    II. 

SI  1  on  S  pposaît  x~^i,  parce  que  la  limite  du  rapport  d'un 
ternie  a  i  \  écédent  est  x,  lorsque  leurs  exposants  augmen- 
e  t  ndefmment  {voir  à  la  fin  la  Note  sur  les  séries).  Il 
s  fht  lo  c  de  s'assurer  si  le  reste  tend  vers  zéro  quand  on  a 
■x:<C  1 1  onr  cela  il  faut  distinguer  deux  cas.  Si  x  est  po- 
sitif, on  a —  •<  I  si  a;  <|  I  ;  et  par  conséquent  le  reste 

tend  vers  zéro,  et  la  série  converge  vers  l(i  -+-  x] . 

Si  X  est  négatif  et  qu'on  le  représente  par  —  z,  le  reste 
— -— 7^  ne  se  présente  pas  sous  une  forme  propre  à  faire 

reconnaître  s'il  tend  vers  zéro,  parce  que  l'on  n'aperçoit 
pas  lequel  est  le  plus  grand  des  deux  termes  de  la  fraction 

— —T--  Mais  si  l'on  prend  la  seconde  forme  que  nous  avons 

indiquée  pour  le   reste,   on   trouvera  pour  le  cas  actuel 

)  ou,  aLstraction  faite  du  signe, 


s  <^  I  ;  donc 

le  reste  tend  verszérOj  et  la  série  représente  \{i.-^  x).  Cette 
série  peut  donc  être  employée  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  + 1  et  —  i . 

On  peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes  que  la  pré- 
cédente et  pins  applicables  au  calcul  des  logarithmes. 

Si  dans  la  formule 

ou  change  x  en  —  x^  on  obtieiit 
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retrancliant  la  seconde  de  la  première, 


Posant 


il  \ient 


B". 


=  i(r-i-i)-ij 


3(2j  +  i/       5(^j^if      ■■■J 

Celte  série  très -convergente  donne  la  diiïerencc  des  loga- 
rithmes de  deux  nombres  entiers  consécutifs,  et  fait  con- 
naître, par  conséquent,  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
entiers  depuis  l'unité. 

Connaissant  les  logarithmes  dans  la  base  «,  on  les  ob- 
tiendrait dans  toute  autre  base,  en  les  divisant  par  le  loga- 
rithme de  la  nouvelle  base  pris  dans  la  base  e. 

Nous  ferons  connaître  plus  tard  des  procédés  plus  com- 
modes pour  la  construction  des  Tables  de  logarithmes. 

3°  Soit  maintenant 

on  aura 

F'{a-)^m(i+^r-,..., 

et,  par  suite. 


Pour  que  la  série  indéûnie  représente  {i  -H  x)"\  il  est  d'à 
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bord  nécessaire  qu'elle  soit  convergente.  Or  le  rapport  du 

terme  de  rang  p  au  précédent  est x^  et  tend  vers 

—  xk  mesure  que  p  augmente;  donc  la  série  n'est  pas  con- 
vergente si  X  est  en  dehors  des  limites  +  i  et  —  i .  Il  suffit 
donc  de  reconnaître  si  le  reste  tend  vers  zéro  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  ces  limites. 

Ce  reste  peut  se  décomposer  dans  les  deux  facteurs 


J^e  premier  tend  vers  zéro,  parce  que,  si  n  augmente  d'une 
unité,  il  se  trouve  multiplié  par x,  qui  s'approche  de 

plus  en  plus  de  —  x  dont  la  valeur  absolue  est  moindre  que 

„  ,  .  1  c  (i  -(-9^)'"  .  ,, 
1  unité  ;  et  quant  au  second  tacteur — — ^  !  si  I  on  sup- 
pose d'abord  x  positif,  il  tend  aussi  vers  zéro,  à  moins  que 
6  ne  s'approche  indéfiniment  de  zéro;  mais,  dans  tous  les 
cas,  ce  facteur  reste  plus  petit  que  l'unité,  et,  par  consé- 
quent, le  reste  de  la  série  tend  vers  zéro.  Donc  elle  repré- 
sente {i  -1-  xY  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

0  et  -f- 1 . 

Mais  si  X  est  négatif,  rien  ne  prouve  que  le  second  fac- 
teur ne  croîtra  pas  indéfiniment  avec  n,  et  cela  arrivera 
même  certainement,  à  moins  que  9  ne  tende  vers  zéro;  car 
l'expression  (i  -f-  dx)"  tendrait  vers   zéro    si  la    fraction 

1  H-  Sx  ne  s'approchait  pas  indéfiniment  de  l'unité.  Il  faut 
alors  avoir. recours  à  la  seconde  lorme  du  reste,  qui  est 


tcnd   eiico 


--■)■■■'.'»"  "-t-'lJ-l'-"! 

I.3...(,.-l) 
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iéro;  l'autre  facteur,  en  remplaçant  x  par  — z, 


Or  on  a  — — --  •<  i ,  puisque  z  <^  i  :  donc  ( — ■  j  ten- 
dra vers  z^ro,  à  moins  que  6  ne  tende  vers  zéro  ;  et  dans  ce 
cas  même  cette  expression  est  toujours  moindre  que  l'unité. 
Donc  Je  reste  de  la  série  tend  vers  zéro,  et,  par  conséquent, 
celle-ci  peut  être  employée  pour  toutes  les  valeurs  de  X 
comprises  entre  +  i  et  —  i , 
4"  En  prenant  successivement 

F(^)  =  siii,r,     F(^i  =  cos;c, 


on  est  conduit  aux  séries  suivantes  qui  sont  exactes,  quel 
que  soit  ;c, 


1.2.3        1.2.3.4.5        1.2.3.4.5.6.7       ■*■' 

cos^ ^- 1  —  — -  -^  —-^3;^  ~  77^3". 4. 5. 6  "'"■■" 

Elles  supposent  le  rayon  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  que  x 
désigne  le  rapport  de  l'arc  au  rayon  du  cercle;  et  sin:r, 
cos^  désignent  les  rapports  des  lignes  auxquelles  elles  cor- 
respondent, à  ce  même  rayon  :  dans  le  cas  où  il  serait  dé- 
signé par  R,  on  remplacerait  dans  les  seconds  membres  x 

par  -^1  R  étant  le  rayon;  et  dans  les  premiers  sin^  et  cosjc 

par  -;j7-î  ~^^-  Quelque  grand  que  soit  x^  les  termes  finis- 
sent par  aller  constamment  en  diminuant,  et  comme  ils 
sont  alternativement  positifs  ou  négatifs,  l'erreur  commise 
en  arrêtant  la  série  à  un  terme  quelconque  est  moindre  que 
le  suivant. 

5^  Considérons  maintenant  des  fonctions  de  x-\-hy  et 
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t  d'abord  F(x}  =x"';  on  trouvera,  quel  que  soit  n 

(^  +  4)-: 


Le  rapport  du  terme  de  rang  p  au  précédent  est '■ ■> 

et  tend  vers quand  p  augmente  indéfiniment;  la  série 

ne  sera  donc  convergente  que  si  l'on  a  A<X,  abstraetion 
faite  des  signes.  Quant  au  reste,  on  reconnaîtra,  comme 
dans  le  cas  de  {i  +  x]'"-,  que  si  h  est  compris  entre  -i-  x 
et  —  X,  il  tend  vers  zéro  ;  et  la  série  représente  par  consé- 
quent (^  -!-  h)'". 
6°  Soit  encore 

F(*)=.log^, 
d'où 

on  trouvera 
log  (^  H-  h)  :rz  log^  +  loge  g  _  -^  + .  . .  ±  -^^i^J  . 

La  convergence  de  la  série  exige  encore  h<^x;  dans  ce  cas, 
on  reconnaîtra,  comme  dans  le  cas  de  log(i  -!-  ar).  que  le 
reste  tend  vers  zéro,  à  mesure  que  n  augmente,  et  que,  par 
conséquent,  log(xH-/j)  peut  se  développer  par  la  formule 
de  Taylor,  lorsque  7i  est  compris  entre  -{-xct  ■ — x. 

On  déduirait  le  développement  de  lo§{x  -i-h)  de  celui 
de  log{i-f-^),  en  observant  que 

et  de  même  on  aurait  déduit  le  développement  de  [x  -H  h)" 
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,  en  remarquant  que 
jarlaformulc  donnée  ci-dessns. 
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de  celui  de  (i  -+-  x)'",  en  observant  que 

On  développerait  aussi  a-' 

et  il  resterait  à  développert 

229,  Extension  de  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions 
de  plusieurs  variables.  —  Proposons -nous  maintenant  de 
développer  'F[x-\-k,y  -\-k)  suivant  les  puissances  de  h 
et/:,  ^[x,^)  étant  une  fonction  donnée.  Pour  cela  nous 
considérerons  d'abord  la  fonction  F(j:  -t~  ht,  ^  -f-At),  et 
nous  la  développerons  suivant  les  puissances  de  t  par  la 
formule  de  Maclaurin  :  il  suffira  ensuite  de  faire  t  =  i  pour 
avoir  le  développement  cherché.  Or,  pour  avoir  les  coeffi- 
cients des  différentes  puissances  de  t,  il  faut  prendre  les 
dérivées  successives  de  F(^  -I-  Ai,  j  +  ht)  par  rapport  à  î, 
puis  y  faire  t  ^^  o.  On  trouvera  par  la  règle  des  fonctions 
composées  de  fonctions  linéaires,  en  entendant  que,  dans 
toutes  les  dérivées  partielles  de  F(a7,j'), on  remplace  xnXy 
par  X  ■-+-  ht,  j  -+-  ht. 


dt  ' 


y 
djdx 


— —  =:  ~— A'H-n-T — ■ — —  A'^'A-h-  -  .-;-  -, —  ''"■ 
dt"         dx"  dx'^'dy  dy" 

Si  l'on  fait  ï=o  dans  toutes  ces  dérivées  partielles,  elles  de- 
viennent celles  de  la  fonction  même  F(:t?,jf').  On  aura  donc 


^{^^ht,y-hkt)=¥{^,fj- 


-(S* 


■    I 
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pourvu,  qiie  toutes  les  dérivées  partielles,  jusqu'à  l'ordre  n 
inclusivement,  soient  continues  entre  x  -\-h  aXy  4-  A. 

On  aurait  une  formule  analogue  si,  aulieude  F(jt;,^),  on 
avait  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Pour  que  cette  série,  poussée  indéfiniment,  représente 
F(x  -[-  /i,y  -t-  À) ,  il  faut  que  l'ensemble  des  termes  qui  expri- 
ment le  reste  tende  vers  zéro;  et  l'on  pourrait  s  en  assurer  en 
prenant  la  valeur  de  6  qui  rendrait  ce  reste  le  plus  grand 
possible,  etchercbant  si  cette  valeurmaxîmum  tend  vers  zéro 
lorsque  n  croit  indéfiniment.  Quand  il  arrivera  que  chaque 
terme  du  reste  tende  vers  zéro,  quelque  valeur  qu'ait  6  entre 
o  et  I,  il  sera  prouvé  que  le  reste  luî-mème  diminue  indéfi- 
niment ;  et  la  fonction  F  ( jt  -t-  A,  jr  +  'c)  sera  développable 
en  série  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  h  exk. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  ^  ;==  o,  _^  ^=  o,  on 
a  le  développement  de  F(/i,  h)  ;  et  si  l'on  change  k  et  k  en 
X  et  jr,  on  obtient 

F(.,j-)=F(o,o)+   — U;+    —    __-- 


i    \    dr  1.2 

Dans  toutes  les  dérivées  partielles  de  F(x,^)  on  doit 
remplacer  ;r  et  ^  par  o,  excepté  dans  les  termes  du  reste, 
où  ils  doivent  être  remplacés  par  â^,  Qj.  Si  ce  reste  tend 
vers  zéro  quand  n  augmente,  Y.[x,y^  peut  se  développer 
en  série  indéfinie  suivant  les  puissances  de  x  et  y.  On  a 
ainsi  la  formule  de  Maclaurin  étendue  aux  fonctions  de  As-Vl-a 
variables  ;  et  on  l'étendra  semblablement  aux  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables. 

Les  deux  formules  (i)  et  (2)  peuvent  être  écrites  comme 
il  suit,  «,«!,...,«„  tendant  vers  zéro  avec  A  et/:  : 
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CHAPITRE  IX. 

DES  MAXIMA  ET  MINIMA  DES  FONCTIONS. 


230.  On  dit  qu'une  fonction  F  [x)  prend  une  valeur 
maximum  pour  la  valeur  Xa  de  x,  lorsque,  x  croissant  ou 
décroissant  à  partir  de  x,  dans  un  intervalle  déterminé, 
quelque  petit  qu'il  soit,  la  fonction  F  (x)  est  toujours 
moindre  que  F  {x^  ) .  La  valeur  de  la  fonction  est  minimum 
lorsque,  dans  les  mêmes  circonstances,  F  (a;)  est  toujours 
plus  grand  que  F  {x„  ) . 

11  résulte  de  là  que,  pour  que  Xo  donne  un  masimiim  ou 
un  minimum  pour  F  [x] ,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
F  (xoH-A)  —  F  (xo)  soit  constamment  négatif  ou  constam- 
ment positif,  quel  que  soit  le  signe  de  h,  pourvu  que  sa 
valeur  soit  suffisamment  petite.  Il  n'y  a  de  règles  générales, 
pour  s'en  assurer,  que  quand  F'(x)  est  continu  dans  le 
voisinage  de  x»,  et  c'est  le  seul  cas  que  nous  examinerons. 

On  aura  alors 

Lorsque  A  tend  vers  zéro,  F' (xo -h  9/î)  tend  vers  F'(xo); 
et  si  cette  dernière  valeur  n'était  pas  nulle,  le  second  membre 
changerait  de  signe  avec  h  :  la  diiférence  F  {Xa  +  h]  —  F  (xo) 
ne  serait  donc  pas  de  signe  constant,  quel  que  fut  le  signe 
de  /(,  et  par  conséquent  F  (x)  ne  serait  ni  maximum  ni 
minimum,  pour  x  =::^  Xo .  Une  condition  commune  au  maxi- 
mum et  au  minimum  est  donc  F'(X(|)  :=  o,  et  c'est  seule- 
ment parmi  les  racines  réelles  de  l'équation  F' (x)  =  o  qu'il 
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faut  chercher  les  valeurs  de  x  propres  à  rendre  F  {x)  maxi- 
t  valeur  Xa  étant  ainsi  choisie,  on 


La  limite  de  F"(Xo  +  ^h)  est  ¥"{xa)  lorsque  h  tend  vers 
zéro,et  si  F''{xo)  n'est  pas  nul,  il  est  évident  que  pour  toutes 
les  valeurs  de  h  positives  ou  négatives,  comprises  dans  des 
limites  suffisamment  petites,  le  second  membre  et,  par 
suite,  la  différence  F(jCo-t-A) — F  (xo)  conservent  tou- 
jours le  même  signe.  La  valeur  F  (a^o)  est  donc  maximum 
ou  minimum.  Elleest  maximum  lorsque  l'on  a  Y"  [xi,)<Co^ 
et  minimum  si  F"(xo)^o.  Mais  si  par  hasard  on  a 
1?"  (xe)  =  o,  on  ne  peut  plus  rieu  conclure,  et  il  faut  mettre 
la  différence  sous  une  autre  forme.  On  pourra  écrire  dans 
ce  cas 

F  (:c.  H-  //)  --  V  (^.)  =  y^  F"'iT,  +  Ok), 

et  comme  k^  change  de  signe  avec  h,  on  voit  que,  si  F'"  (xo) 
n'est  pas  nul,  la  différence  changerait  de  signe  avec  A;  il 
n'y  aurait  donc  ni  maximum  ni  minimum, 
MaissiF'"(j:o)^o,  on  a 

F  (X,  +  Â)  -  F[^„)  =.  ^-^^  F"  {.r.  .4-  9;.). 

et  il  est  clair  que  si  l'on  a  F'"  {xa)  <C  o,  la  différence  est 
constamment  négative,  et  F  (Xo)  sera  maximum;  tandis  que 
si  l'on  a  F"'  [xo)  >  O,  elle  sera  constamment  positive,  et 
F(x„}  sera  minimum. 

Les  mêmes  raisonnemeuts  étant  continués  jusqu  à  ce  que 
l'on  obtienne  une  dérivée  qui  ne  devienne  pas  nulle  pour 
3:~Xo,  on  arrive  à  celte  conclusion  générale  que,  pour 
que  Xa  rende  maximum   ou  minimum  une  fonction  dont 
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les  dérivées  sont  continues,  il  faut  que  cette  valeur  de  x 
annule  un  nombre  impair  de  dérivées  consécutives,  à  partir 
de  la  première;  et  lorsf/ue  cette  condition  est  remplie,  on 
a  un  maximum  si  la  dérivée  suivante  est  rendue  négative 
par  cette  valeur  de  x,  et  un  minimum  si  elle  est  positive. 

La  recherche  des  maxima  et  mininia  est  ainsi  ramenée 
à  la  détermiuatioii  des  dérivées  d'une  fonction  A  une  seule 
variable  et  des  racines  réelles  d'une  équation  à  une  in- 


Si  cette  fonction  n'est  pas  donnée  d'une  manière  expli- 
cite, on  formera  ses  dérivées  par  les  règles  connues,  puis  on 
appliquera  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée,  et  qui  est  in- 
dépendante des  moyens  à  employer  pour  former  ces  déri- 
vées. Nous  allons  montrer  quelle  est,  dans  ce  cas,  la  marche 
du  calcul. 

231.  Cas  des  fonctions  implicitas.  —  Considérons  une 
fonction  liée  à  m  —  i  variables  par  m  —  i  équations  don- 
nées; soient,  pour  fixer  les  idées,  les  trois  équations 

f(:,,j;z,u)z:r.o,      F,{^,  y,   Z,  u)  =^  O,      F,  (^,  j-,  s,  «)  =  O, 

u  étant  la  fonction  de  x  dont  il  faut  trouver  le  maximum  on 
En  les  ditrérentiant,  on  trouve 


de 

dF 
~di 

dz 

d.r 

4- 

dV 
du 

du 
dx 

dF, 

1- 

d¥, 

dz 

di 
d^ 

-t- 

dV, 
du 

du 
dx- 

Ê- 

d¥: 

dz 

.dz 

-+- 

dV-, 
du 

du 
dx 

au  moyen  de  ces  équations,  > 
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leur  de  -r-  qu'on  en  tirera  devra  ensuite  êlre  égalée  à  zen 
ou,  plus  simplement,  on  remplacera  —  par  zéro  dans  c 


cquaîious 


siiltantes,  qui  sont 


;  elF        dF   dj       dV   dz  _ 
1  (Ixr  dy     dx        dz    dx 

}  dV,        dF,  dy        dF,  dz  __ 
'"^  {'d^'^'^dx'^'dzdZ^'^" 

j  dF,    .    ^=  ^  _,    ^'  ^  _ 
\    dx  dy    dx    '     dz    d.x 

Eliminant — -et— )On  obtiendra  une  équation  qui,  jointe 

dx       dx  1  1     1  j 

aux  trois   autres  F=  o,    F,  =  o,    F^  =  o,    déterminera 

On  diiïerentiera  de  nouveau  les  équations  (i),et  l'on  ob- 
tiendra la  valeur  de-; — -:  oiiv  substituera  les  valeurs  trou- 
va.-' '        ■' 

vées  de  :<;,_;?',  s,  u,  et  l'on  reconnaîtra  aux  signes  de  cette  ex- 
n.  Si  l'on  avait 


pression   s'il  y 

— -^  =  o,  on  cbcrclierait  les  di 

port  à  X,  et  l'on  j  appliquerait  la  tUéori 


vantes  de  u  par  rap- 
ie  précédente. 


servir  de  la  méthode  des  multiplicateurs.  Pour  cela  on 
multipliera  les  deux  dernières  par  des  facteurs  indéterminés 
i,  f^,  et  on  les  ajoutera  à  la  première;  puis  on  égalera  à  zéro 
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diiit  ans  trois  équations 


dz  dz  dz 

d'où  l'on  éliminera  i  et  (j.;  ce  qui  conduira,  comme  on  i 
sait  par  les  théories  de  l'Algèbre,  à  la  même  équation  que  s 


dx    dz 


Ce  procédé  de  calcul 


des  avantages  sur  l'a 


233.  Considérons  maintenant  une  fonction  de  m  va- 
riables, liées  par  m  —  i  équations  :  ce  cas  renferme  le  pré- 
cédent, qui  s'en  déduit  en  supposant  que  la  fonction  se  ré- 
duise k  l'une  des  variables.  Soient,  par  exemple,  les  trois 


et  soit  proposé  de  trouver  le  maximum  de  la  fonction 
f(x,y,z,  u).  Dansée  cas,  auxéquations(i),  dans  lesquelles 
—  ne  serait  plus  zéro,  on  joindrait  la  suivante  : 

df       df  <fy^       t^dz_       ^du  _ 
dx        dy  don        dz  dx        du  dx  ' 


el  de  ces  quatre  équations  on  éliminerait 


dy    dz     du 


résulterait  une  équation  entre  ar,  j,  z,  w,  qui,  jointe  aux 

équations  données,  déterminerait  ces  quatre  quantités.  On 

chercherait  ensuite  la  dérivée  seconde  à.af[x^y^  r,  w)  par 

1,  e  .    d'y    d'z    d'u  .  . 

rapport  a  x;  elle  reniermerait -7^5  ~j-^i  -~)  quiscrontfa- 

Cahulinf.D.-  1,  ,-21 
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elles  à  trouver  au  moyen  des  trois  équations  (i);  et  l'on  ro 
connaîtrait,  au  signe  de  cette  seconde  dérivée,  si  la  fonctioi 
/  (^>jy)  z-,  u)  est  minimtunou  maximum. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  entre  lesquelles  oi 


dx    dx    dx 

clierclier  le  maximum  de  l'une  des  fonctions  F,  Fi,  Fj,  les 
deux  autres  étant  égales  à  zéro,  ainsi  que  /'. 


Des  maxhna  et  minima  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

234.  On  dit  qu'une  fonction  F  [x^j]  des  deux  variables 
indépendantes  a;,  y  acquiert  une  valeur  maximum,  pour 
certaines  valeurs,  Xo,  .^oj  ^^  ■^  ^^ X'  lorsque,  en  changeant 
ces  variables  en  Xt  +  /i,  jXo  +  fr,  ^  et  A:  étant  des  quantités 
arbitraires  comprises  entre  zéro  et  des  limites  positives  ou 
négatives  aussi  petites  que  l'on  voudra,  la  Jonction  est  con- 
stamment moindre  que  pour  les  valeurs  jto,  j^.  Si,  au  con- 
traire, elle  était  constamment  plus  grande,  on  dirait  qu'elle 
est  minimum  pour  ces  mêmes  valeur.?. 

D'après  cela,  la  diflerence 

doit  être  constamment  négative,  quels  que  soient  les  valeurs 
et  les  signes  des  quantités  infiniment  petites  h  et  k^  si 
F  (.ï^,jr}  ^st  maximum;  et  elle  doit  être  constamment  posi- 
tive dans  le  cas  du  minimum.  De  sorte  que  ce  sera  un  ca- 
ractère commun  au  maximum  et  au  minimum  qu'elle  soit 
invariable  de  signe. 

Mous  ne  considérerons  que  le  cas  où  la  fonction  et  ses  dé- 
rivées, jusqu'à  l'ordre  dont  on  aura  besoin,  sont  continues 
Les  cas  de  discontinuité  ne  donnent  pas  lieu  à  des  règles 
[jcnérales  et  se  discuteront  suivant  la  question. 
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D'après  une  formule  précédente,  nous  aurons,  en  dési- 
gnant par  a,  «i  des  quantités  infiniment  petites, 

k,.  +  «,^-h*)-fk,-)=(S  +  .)a  +  (J  +  .,)<-. 

Si  —  et  —  sont  différents  de  zéro,  le  signe  du  second 

membre,  lorsque  h  kt  h  tendront  vers  zéro,  finira  par  être 
constamment  le  même  que  celui  de 


Or  cette  expression  change  de  signe  si  l'on  change  h  et  /t 
de  signes  sans  changer  leur  grandeur;  donc  F(x,  j')  ne 
serait  ni  maximum  ni  minimum,  et  par  conséquent,  pour 
qu'elle  puisse  6tre  l'un  ou  l'autre,  il  est  indispensable  que 
l'expression  précédente  soit  nulle;  comme  h  et  k  sont  indé- 
pendants l'un  de  l'autre,  on  devra  avoir 


inditions  sont  remplie 


*,J  +  i) 

-F(«,j) 

A"        /  d'Y 

et  si  les  trois  dérivées  du  second  ordre  ne  sont  pas  toutes 
rendues  nulles  par  les  valeurs  x,y,  le  signe  du  second 
membre,  et  par  suite  de  l'accroissement,  finira  par  être  le 
même  que  celui  du  trinôme. 

dx^   2         dxdj  dj'   2 

Il  faut  que  cette  expression  soit  constamment  négative, 
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quels  que  soient  h  et  h^  pour  que  F  {x.,j)  soit  l 

et  constamment  positive  pour  qu'elle  soit  minimum.  Si  on 

la  divise  par  —j  ce  qui  n'en  change  pas  Je  signe,  on  obtient 


et  pour  que  ce  trinôme  ne  change  pas  de  signe,  quel  que  soit 
-J1  et  ne  soit  jamais  nul,  il  faut  que  l'on  ait 


Si  elle  est  satisfaite  par  les  valeui'S  de  :r  et  jf"  tirées  des 
deux  équations 


dy 
til's,  et  minimum  s'ils  sont  positifs. 

Si  les  trois  dérivées  du  second  ordre  étaient  nulles,  il 
faudrait  que  toutes  celles  du  troisième  le  fussent,  et  que  le 

signe  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  par  rapport  à  - 

fût  constant  :  ce  qui  conduirait  à  des  conditions  plus  com- 
pliquées. On  continuerait  semblabiement  si  les  dérivées  du 
quatrième  ordre  étaient  encore  toutes  nulles. 

23S.  Ces  raisonnements  s'étendent  facilement  à  une 
fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes; seulement  les  conditions  se  compliquent  de  plus  en 
plus.  Dans  le  cas  de  trois  variables  par  exemple,  on  aura  les 
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trois  équations 


et  il  faudra  que  le  polynôme 

rf'F  ,        <rF  ,        rf'F  „ 
dx'  dy^  dz' 

rf'F   ,,  rf=F   ,,  rf'F    ,, 

-1- 2 -,-^- A/;- -f-  3  — —  a; -1- 3 -j— p  y;/ 

dx  dy  dxdz  dj  dz 

soit  constamment  de  même  signe,  quels  que  soient  A,  A,  l. 
Pour  exprimer  cette  condition,  on  divisera  d'abord  par  A*; 

et  si  l'on  pose  j^^  p,~  =  (i ^  on  aura  un  polynouie  de  la 

forme 

En  le  considérant  relativement  à  la  variable  ç  seulement, 
il  faudra,  pour  qu'il  ne  change  pas  de  signe,  que  l'on  ait, 
quel  que  soit  p, 

[C— AB);.'+2(CD  — AE)/j-)^D'  — AF<o. 

On  posera  sans  difficulté  la  condition  pour  que  ce  polynôme 
soit  de  même  signe  quel  que  soit  p,  et  l'on  y  ajoutera,  pour 


De  même  que  le  cas  de  deux  i]idé  terminée  s  p.  ^  se  r 

à  une  seule,  on  ramènerait  celui  de  trois  à  deux,  et  ainsi 

de  suite. 

236.  Cas  d' une  fonction  implicite.  —  Proposons -nous 
de  trouver  le  maximum  d'une  fonction  _/" (a;,  jf,  z)  en  sup- 
posant les  variables  cr,  j^  z  liées  par  une  équation 
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en  vertu  de  laquelle  z  est  une  fonction  implicite  des  deux 
variables  indépendantes  x,j. 

La  théorie  précédente  exige  que  les  dérivées  partielles  de 
/(^,  j)',  z]  par  rapport  à  ^  et  j  soient  nulles  séparément; 
ce  qui  donne 

df       dj_dz^_         â£_        #  ^  _. 
(te        dz   dx  '      dy        dz   dy 

lin  dz      dz  -. 

équations  dans  lesquelles  on  mettra  pour  -■-,  —-  leurs  va- 
leurs tirées  des  deux  suivantes  : 

d¥        dY  dz  _  dF        dF  dz  __ 

dx  dz  dx  '     dy         dz  dy 

On  aurait  ainsi  deux  équations  entre  x,j,  z,  qui,  jointes  à 
¥{x,j^  z)  =  o,  détermineront  x,  y,  z.  On  formera  en- 
suite les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  f[x,y,  z)  \ 
elles  dépendront  de  celles  de  s,  qui  seront  déterminées  par 
les  règles  de  la  diilerentïation  des  fonctions  implicites  k 
deux  variables. 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  qui 
entrent  dans  la  fonction,  et  le  nombre  des  équations  qui 
les  lient,  il  suffira  de  reconnaître  les  variables  indépen- 
dantes, et  d'égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion par  rapport  à  ces  variables.  Les  équations  qui  en  résul- 
teront, jointes  aux  équations  données,  seront  toujours  en 
même  nombre  que  les  variables  et  les  détermineront.  On 
formera  ensuite  facilement  les  dérivées  partielles  succes- 
sives de  la  fonction  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes, et  on  les  soumettra  aux  épreuves  établies  dans  la 
théorie  précédente. 

On  peut  donner  une  autre  forme  au  calcul  du  maximum 
ou  du  minimum  d'une  fonction  de  m -i- n  variables,  lices 
par  n  équations,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  général- 
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Il  y  a  alors  m  variables  indépendantes,  et  l'on  devra 
égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  par  rap- 
port à  chacune  d'elles  ;  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  égalera 
à  zéro  la  diirércntielle  totale  de  cette  fonction,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  différentielles  indépendantes.  Et, 
pour  cela,  on  tirera  des  équations  données  les  valeurs  des 
différentielles  des  variables  dépendantes  en  fonction  de 
celles  des  variables  indépendantes  ;  on  les  substituera  dans 
la  difFérentielle  totale  de  la  fonction  proposée,  puis  on  éga- 
lera à  zéro  les  coefEcicnts  de  touïes  les  différentielles  qui  y 
sont  restées. 

Soity  la  fonction  de  m  -\-n  variables  x,j  ,  z,  «,...,  qui 
sont  lices  par  les  n  équations 


dx 

ilx-V- 

~dy 

dy 

'^   dz 

rii  -i- .  .  .  ™  o. 

rfL 
d.r 

dx-h 

dr 

dy 

^di. 

'     dz 

dz^,-...  —  o, 

dx  + 

dl-1 
dy 

dy 

-^f 

dz--'^...^.-o. 

dN 
dx 

âx-^ 

rfN 
dy 

<iy 

dz--;-.  .  .—O, 

et  l'on  doit  tirer  des  n  dernières  les  valeurs  des  différen- 
tielles des  n  variables  dépendantes,  les  reporter  dans  la 
première,  et  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  m  différen- 
tielles arbitraires  qui  y  resteront.  En  d'autres  termes,  il 
faut  éliminer  n  différentielles  de  ces  n  -f- 1  équations,  éga- 
ler à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  subsisteront  dans 
l'équation  finale. 
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Pour  faire  cette  ^iminatioii,  on  multipliera  les  n  der- 
nières équations  par  des  facteurs  indéterminés,  i,  fi,  v,. . ., 
on  les  ajoutera  à  la  première,  et  l'on  égalera  à  zéro  les  coef- 
ficients des  n  différentielles  des  variables  dépendantes,  ce 
qui  déterminera  X,  fi,  v,. . .,  puis  on  égalera  à  zéro  les  coef- 
ficients des  m  autres  variables  ;  ce  qui  revient  évidemment 
à  annuler  les  coefficients  de  m-^n  différentielles,  après 
l'addition  des  équations,  et  à  éliminer  X,  fi,  v,...  de  ses 
m+n  équations  ;  ce  qui  conduira  à  m  équations  entre  ;c, 
y^  s, . . . ,  qui,  jointes  aux  n  équations  données,  déterminent 
les  valeurs  de  ces  variables  qui  peuvent  donner  les  maxima 
et  les  minima  de  la  fonction  proposée.  On  les  distinguera 
ensuite  au  moyen  des  secondes  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion, comme  nous  l'avons  fait  connaître  ci-dessus. 

On  peut  remarquer  que  le  calcul  serait  le  même  si  l'on 
s'était  proposé  de  trouver  le  maximum  ou  le  minimum 
absolu  de  yn-  ^L4-fiM-i-.. .,  en  ayant  égard  ensuïLu  aux 
équations  L  :;■■=  o,  M  :=  o. 

237.  Remarque.  —  Quelquefois  les  variables  qui  en- 
trent dans  l'expression  dont  on  cherche  le  maximmn  ou  le 
minimum,  au  lieu  d'être  liées  par  les  équations,  sont  assu- 
jetties à  des  inégalités.  On  ne  peut  en  tenir  compte  de  la 
même  manière  que  des  équations,  et  l'on  agit  suivant  le 
cas. 

Quelquefois  un  changement  de  vaii^bles  dispense  de 
tenir  compte  des  inégalités;  nous  en  citeions  un  exemple 

Supposons  qu'on  demande  le  maxunum  ou  le  minimum 
delà  distance  d'un  point  donné  B  {/(§  84),  aux  difteicnts 
points  d'un  cercle  dont  le  centre  est  A  et  le  rayon  R,  et  que 
l'on  exprime  la  distance  BM  au  moyen  de  l'abscisse  MP  du 
point  M  du  cercle  ;  on  aura,  en  faisant  AB  =  a. 
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Si  l'on  ne  remarquait  pas  que  x  est  assujetti  à  la  condi- 
tion d'ttre  compris  entre  —  R  et  4-  R,  et  qu'on  appliquât 
la  règle  ordinaire,  on  écrirait  ^a^=  o:  ce  qui  ferait  pen- 
ser que  le  problème  est  impossible.  Une  discussion  bien 
simple  montre  que,  en  faisant  passer  x  de  —  R  à  +  R,  le 
maximum  a  lieu  pour  x  =  —  R  et  le  minimum  pour 
X  =  H-  R;  mais  dans  d'autres  cas  ce  pourrait  être  très-dif- 
ficile. 

Si  l'on  posait  ^  ;:=  R  cosy,  (f  serait  l'angle  MAB,  et  il  n'y 
aurait  plus  aucune  condition  d'inégalité  à  exprimer.  On  au- 
rait alors 

et  la  règle  ordinaire  donnerait  siu^^  =  o,  d'où  l'on  vire- 
rait y  :=  o,  ç  =^  II,  qui  donnent  le  minimum  et  le  maximum 
de  BM. 
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CHAPITRE  X. 


APPLICATIONS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  A  LA  THÉORIE 
DES  TANGENTES. 


2'angentes  et  normales  aux  courbes  planes.  Expression 
générale  de  la  longueur  de  la  tangente,  de  la  sous-tan- 
gente, de  la  normale  et  de  la  sous-normale. 

238.  Plusieurs  des  questions  que  nous  allons  considcrer 
n'auront  pour  objet  que  l'application  des  notations  du  Cal- 
cul différentiel  à  des  questions  étudiées  dans  le  premier 
Livre,  ou  rextension  et  la  généralisation  de  ces  mêmes 
questions.  Nous  commencerons  par  les  tangentes  et  les 
normales. 

Nous  avons  appelé,  en  général,  tangente  à  une  courba 
la  limite  vers  laquelle  tend  la  direction  d'une  sécante  qui 
passe  par  un  point  constant  de  cette  courbe,  et  dont  un 
second  point  d'intersection  se  rapproclie  indéiiniment  du 
premier. 

Soient  F  {x,j)  =  o  l'équation  d'une  courbe  quelconque, 
et  x',  y'  les  coordonnées  du  point  de  cette  courbe,  auquel 
on  veut  mener  une  tangente  ;  l'équation  de  la  sécante  menée 
par  ce  point  et  par  celui  dont  les  coordonnées  sont  ;r'  -\-  Ùnx' , 
y'-h  A)'',  et  qui  appartient  aussi  à  la  courbe,  sera,  dans  un 
système  quelconque  d'axes. 


que  le  second  point  d'intersection  se  rapprocli 
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du  premier,  — — ;  tend  vers  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  X^ 

correspondant  à  la  valeur  particulière  x'\  il  existe  donc 
une  direction  limite  pour  la  sécante,  comme  nous  l'avons 
déjà  établi;  et,  d'après  les  notations  convenues,  l'équation 
de  cette  droite  que  nous  appelons  tangente  est 

Le  coefficient  — -;  sera  déterminé  en  fonction  de  x'..  y', 
d'après  les  règles  du  Calcul  dtiFérentiel,  au  moyen  de  l'équa- 

tionF(:t:,  j)  =  o,  qui  donne^  =  -^^^ 
àf 
L'équation  de  la  tangente  devient  ainsi 


On  appelle  normale  la  pcrpeni^i  cul  aire  à  la  tangente, 
menée  par  le  point  de  contact.  Si  les  axes  sont  rectangu- 
laires, son  équation  sera 


Si  les  axes  des  coordonnées  font  entre  eux  un  angle  quel- 
conque 6,  l'équation  de  la  normale  aura  la  forme  suivante  : 

„  /rfF       rfF  \        ,  ,,  îdV       ,IV         \ 

^' -' Ai:!  ^W' ■""■')  ^'''-'^\w~v"')=°- 

Si  les  coordonnées  x',  j  '  n'étaient  pas  données  et  que  la 
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tangente,  ou  la  iiormEile,  fût  assujettie  à  passer  par  un  point 
donné,  ou  bien  à  être  parallèle  à  une  droite  donnée,  on  ob- 
tiendrait immédiatement,  d'après  les  équations  précédentes, 
une  équation  entre  x\y\  qui,  jointe  à  celle  de  la  courbe, 
déterminerait  ces  deux  inconnues.  Si,  au  lieu  de  chercber 
les  solutions  réelles  de  ces  deux  équations,  ou  construisait 
[es  lieux  géométriques  qu'elles  représentent,  en  y  regardant 
3;',  j'  comme  variables,  les  points  d'intersection  de  ces 
lieux,  dont  l'un  est  la  courbe  proposée,  seraient  les  points 
de  contact  ctercliés. 

239.  On  appelle  sous-tangente  et  sous-normale  les  par- 
ties de  l'axe  des  x  comprises  respectivement  entre  le  pied 
de  l'ordonnée  du  point  de  contact  et  les  points  où  cet  axe 
est  rencontré  par  la  tangente  et  la  normale.  Elles  ont  pour 
expression  la  valeur  x  —  x'  relative  à  ^  =  o  dans  les 
équations  respectives  de  la  tangente  et  de  la  normale.  Elles 
seront  dirigées  vers  les  x  positifs  ou  négatifs,  à  partir  du 
pied  de  l'ordonnée,  suivant  que  x  —  x' sera  positif  ou  né- 
gatif. 

Nous  appellerons  longueur  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male les  parties  de  ces  lignes  comprises  entre  le  point  de 
contact  et  les  points  où  elles  coupent  respectivement  1  axe 

Il  est  facile  d'obtenir  l'expression  de  ces  différentes 
Signes.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  les  axes 
rectangulaires,  et  nous  représenterons  par  T  la  tangente, 
par  N  la  normale,  par  S(  la  sous-tangente,  et  par  S„  la  sous- 
normale.  Cela  posé,  on  trouvera  facilement  les  formules 
suivantes  : 

7'  y'  d-t^  ,  ilj' 

dy'  ily'  "  d:d 
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Ellipse  et  hyperbole.  ~  Si  l'on  applique  toutes  ces  for- 
iiiules  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  renfermées  dans  l'équa- 


oji  trouvera  les  résultats  suivants  : 

oa  >,  équation  de  la  tangenti;, 

a'yy'  rt  Vxs^  =:  ±  «■  &'  } 

h'.v!  (y — j')~«'j' (x  —  j^')  =  û,   équation  de  !a  normak; 


-  •^a^f  -H  t*a^',      N  ~  —  Vi'/" 


Parabole.  —  Si  l'on  considère  la  parabole  a 
équation  j-^  =  ^px^  on  trouvera 


{y  —  ï)f—p{'^-^')  =  o  j 


,  C(jua.tLon  de  la  tangente; 


y  y'  =^p{x-^  x')  ) 

y — y'  =^  —  '— (-C  — :b'),  équation  de  la  normale, 


Logaritlinii<jue.  —  Considérons  maintenant  la  logaritli- 
mique  ayant  pour  équationj)'^=  ol—;  a  et  tm  sont  des  li- 
gnes données,  et  les  logarithmes  sont  relatifs  à  la  base  de 
Ncper,  ee  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  l'équa- 
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tion.  On  aiira,  dans  ce  cas, 

y  — j'  ^  —  [x  —  x'),     équation  de  la  tangente; 
J-— r'= ~[x  ^  x'),     «quation  de  la  normale; 


Si  l'on  prend  la  sous-tangente  et  la  sous-nornialc  sur 
l'axe  des^  au  lieu  de  l'axe  des  x,  elles  auront  pour  expres- 
sion la  valeur  de^ — _','  relative  àx  ^^  o. 

On  trouvera  ainsi 

S,  =  —  a,     S„  =  — . 

Cycloïàe.  —  Considérons  encore  la  cycloïde,  qui  jouit 
de  plusieurs  propriétés  très-remarquables. 

Elle  est  engendrée,  comme  nous  l'avons  vu,  par  un  point 
de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule,  sans  glisser,  sur 
une  droite  indéfinie  à  laquelle  il  est  tangent.  Elle  se  com- 
pose d'une  infinité  débranches  superposables,  ayant  cha- 
cune pour  base  une  partie  de  la  droite,  égale  à  la  circonfé- 
rence du  cercle  mobile. 

Prenons  la  droite  donnée  pour  axe  des  x,  et  l'origine  en 
un  quelconque  des  points  où  elle  est  rencontrée  par  la 
courbe.  Soient  B  {fig-  85)  le  point  de  contact  du  cercle  gé- 
nérateur avec  l'axe  des  x,  et  l'are  MB  égal  à  AB;  le  point 
M  appartiendra  à  la  cycloïde.  Désignons  par  m  l'angle  MOB 
qui  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuiso  jusqu'à  ±.  =o  ; 
il  est  facile  d'établir  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles 
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a  désigne  le  rayon  du  cercle  ; 

Ces  ccjuations  ont  Jieii  dans  toute  l'éteiiduc  de  la  courbe. 
L'équation  entre  xj  sera 


^  =  a  arc  ces  - — ~ ^/zaf  —f"' 

mais  il  faudra  avoir  soin  de  changer  alternativement  le  signe 
du  radical  dans  les  deux  moitiés  de  chacune  des  branches 
successives.  DiUërentiant  ces  équations,  on  aura 


llx  =:l  a  {t  ^  COSIi)  dai  :=/rfû),      rff  rr:  a  sinu  dia, 


—  j:'J,  cfjuatio»  de  la  tangente; 

[x —  x'),   cqnatidn  de  la  normale; 

&,  =  /  i/~- j.      S„  --==  \/-2  ûf  —  j'  "  =  BP, 

T  =  r'l/ — ^^î      N—  1/20^=  MB. 

V    2«  — j 

La  valeur  de  S„  ou  de  N  prouve  que  la  ligne  MB  est  la 
normale,  et,  par  suite,  que  la  tangente  est  MC. 

l'annules  analogues  en  coordonnées  polaires. 

240.  Soit  l'équation  F  (0,  r)  =  o  entre  les  coordonnées 
polaires  9  et  ;■  d'une  courbe  à  laquelle  on  veut  mener  la 
tangente  au  point  M  {fig-  86).  Nous  avons  déjà  vu  com- 
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meut  011  détermine  l'angle  ^  que  fait  cette  tangente  avec  lu 

rayon  vecteur  OM;  le  triangle  KMN  donne 

KM  __     sinN 
kS""  shTlCMS' 

d'où,  en  passant  aux  limites, 

ri/9  r 

„  =  tang  :,.=,— - 

[dOl 

La  sous-tangente  et  la  sous-normale  se  rapportent  à  la  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur,  menée  par  le  pôle.  On  trou- 
vera immédiatement  les  formules  suivantes  : 


i"  Soit  d'abord  la  spirale  d'Arcliimèdc  ; 

r::=a9^      tangft  ^  0,      S„=:«. 

On  voit  que  la  sôns-normale  est  constante  et  que  la  courbe , 
tangente  à  l'axe,  au  pôle,  tend  de  plus  en  plus  à  être  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur. 

Soit  maintenant  l'équation /'  =  - de  la  spirale  hyperbo- 
lique 

Ainsi,  dans  cette  courbe,  c'est  la  sous-tangente  qui  est 
constante. 
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2"   Considérons   encore  la    spirale    logarithmique  dont 
récjuation  csl 


dr 


La  valeur  de  tang  f^  montre  que  le  rayon  vecteur  est  tou- 
jours également  incline  sur  la  tangente. 

Les  valeurs  de  S,  et  S„  prouvent  que  les  extrémités  de  la 
normale  et  de  la  tangente  décrivent  des  spirales  identiques 
avec  la  première,  et  seniblablement  situées  par  rapport  h 
des  axes  diiiërenls  passant  par  le  même  pôle. 

Les  mêmes  formules  s'appliquent  très- simplement  aux 
sections  coniques. 
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THÉOIiiJÎ  DES  ASYMPTOTES. 


241.  On  appelle  asjmpioie  d'une  branche  de  courho 
injtnie  une  droite  telle,  que  les  points  de  cette  courbe  s'en 
approchent  indéGniment  sans  jamais  la  rencontrer,  à  me- 
sure qu'ils  s'éloignent  indélîniment  sur  la  branche  que  l'on 
considère. 

Toute  asymptote  non  parallèle  k  l'axe  des  j  aura  une 
équation  de  la  forme 

kei  l  ayant  des  valeurs  finies. 

La  branche  de  courbe  aura  pour  équation 

J^^-^'-l-^  +  V, 

V  étant  une  ibnction  réelle  de  x  connue  ou  inconnue,  mais 
qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  .a:  augmente.  On  en  déduit 
k  =  lim  -,  l  ^=  lim  [y  —  kx).  Réciproquement,  des  va- 
leurs de  A  et  /  ainsi  déterminées  pour  une  branche  réélit; 
de  courbe,  correspondront  nécessairement  à  vme  asym- 
ptote de  celte  branche,  puisque  y  —kx  —  l  a  pour  limiii> 
zéro,  pour  les  points  de  cette  branche  dont  x  croît  indélî- 
niment. 

Les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x  correspondront 
aux  valeurs  de  A  égales  à  zéro.  Pour  trouver  les  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  j^  on  supposerait  l'équation  de  la 
branche  infinie,  résolue  par  rapport  à  x;  et  ce  cas  se  Irai- 
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tera  d'une  manière  tout  à  fait  semblable  au  précédent,  où 
l'on  cliercliait  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x. 

242.  Appliquons  ces  considérations  à  une  courbe  dont 
l'équation  peut  se  partager  en  plusieiirs  parties  homogènes 
par  rapport  àa;,j^,  et  peut  être  mise,  par  conséquent,  sous 
la  forme  suivante,  où  nous  supposerons  les  exposants  de  œ 
décroissants  : 


..(.)...,(.). 


Soit-:=p,  d'oùjfr^p^';  il  faudra  d'abord  trouver  k 

limite  de  p  pour  :c  =  eo  . 
La  substitution  donne 

d'où 

et  à  mesure  que  x  augmente,  F  (p)  s'approche  de  zéro: 
donc  les  valeurs  limites  de  p,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  k, 
sont  des  racines  réelles  de  l'équation 

II  reste  à  trouver  îa  valeur  de  /  correspondant  à  une  va- 
leur de  jt;  pour  cela  on  posera  j  —  hx  =  t,  et  l'on  cher- 
chera la  limite  de  t. 

L'équation  de  la  courbe  devient,  par  cette  substitution, 

mais  puisque  F  [k)  =  o,  on  a 
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â  étant  compris  entre  zéro  «t  -Y- 1  ;  on  a  donc 


-(--i)--/(-^ï)- 


(f  [ /,■  4-  0  ^  j  4-  ;:,;r;:ri/  M-  -r  -  j  + . . ,  r=o. 

Si  7w  ~-  n  -T-  ! ,  X  =^  wi  donnera  pour  limite  de  (,  c'cst-ii- 
dire  pour  la  valeur  de  l, 

Si77^->/i^-i,ona 

/  — o. 

Si  Jn<^  Il  -i~  i  ■,  t  n'a  pas  de  limite,  et  il  n'y  a  pasd'asym- 
ptotepour  cette  valeur  deft.  Ainsi,  en  général,  l'équalioude 

l'asymptote  serajj-  ~  kx  ■—  pTTTï'/t^)  se  rapportant  aux 
termes  de  degré  m  —  i ,  et  devenant  nulle  si  k  <^  f«  —  i  :  il 
n'y  a  pas  d'asymptote  si  n'^m  —  i. 

Si  n<^m  — 1,  l'équation  de  l'asymptote  est  de  la  forme 
j  —  kx  ^=  o. 

Si,  dans  le  cas  de  n  =  ni  —  i ,  la  valeur  de  h  tirée  de 
F  {h)  =;  o  satisfaisait  aux  équations  F'(A)  =  o,_/'(A)  =  o, 
l'équation  de  l'asymptote  deviendrait  indéterminée,  et  l'on 
ne  pourrait  en  tirer  l'équation  cherchée,  parce  que  le  terme 
en  x"""'  devient  du  même  ordre  que  les  deux  premiers,  et  ne 
peut  plus  être  négligé. 

Dans  ce  cas,  l'équatiou  qui  détermine  la  limite  de  t  su 
mettrait  sous  cette  forme  : 

'^'"  —  F"  U-  -h  0  -\  -!-  3f'-''  tf  ih  -h  Q,  -  ] 
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x'"~^ç  (~j  étant  le  troisième  terme  deréquatjon  proposée. 

Divisant  par  x'"~'  et  passant  à  la  limite,  l  sera  détermi- 
née par  l'équation 

On  agirait  semblablement  si  ces  trois  nouvelles  fonctions 
devenaient  nulles,  pour  cette  valeur  particulière  de  k. 
Si  n<Cm—  i,  et  F' (A)  ^  o,  on  n'a  plus  nécessairement 

243.  Si  la  courbe  est  rapporte'e  à  des  coordonnées  po- 
laires, on  connaîtra  tontes  les  directions  qui  peuvent  don- 
ner des  asymptotes,  en  cherchant  toutes  les  valeurs  réelles 
de  9  qui  donnent  à  r  une  valeur  infinie. 

Soit  c,  une  de  ces  valeurs  de  6,  on  cherchera  la  limite  du 
produit  /-sin/O  —  «)  supposé  constamment  réel,  qui  est 
l'expression  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  sur  la  droite  menée  par  le  pôle  sous 
l'angle  a  avec  l'axe.  Cette  limite  sera  la  distance  de  celte 
droite  à  l'asymptote,  et  le  signe  dont  elle  sera  affectée 
lera  connaître  de  quel  côté  elle  se  trouve.  Si  le  produit 
7-sin(6  —  a.)  croît  indéfiniment,  il. n'y  a  pas  d'asymptote 
dans  cette  direction. 

On  trouvera  le  même  résultat  en  cherchant  la  limite 
de  r(S  — a)  ou  celle  de  rsJn(S  — -a),  puisque  la  limite  de 


est  l'unité. 


Soit,  pour  exemple,  l'équation  générale 

F[e}r"'-^/(S>''"'-'^Aï7''-=  +  ...H-A,„  =  o, 

Aj,  A;,.,.,  A,„  étant  des  fonctions  quelconques  de  0, 
L'équation  F  (6)^^  o  fera  connaître  toutes  les  directions 
possibles  des  asymptotes.  Soit  a  uuc  des  racines  réelles  de 
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cette  équation  et  S  =  o;  +  J:  puisque  F(«)=:o,  on  aura 
F(a  +  (î)^  5'F'(a  H- 6^),  et  l'équation  de  la  courbe  de- 
vient alors,  en  divisant  par  r'"~', 

,5F'(« -1-  6^)  ^-/(«  +  5)  +.  .  .r.::  o. 

Lorsque  r  devient  infijii,  il  ne  reste  plus  que  les  deu;i 
premiers  ternies,  et  l'on  trouve 

lim,.(8~»)=lim,J  =  -/t|. 

Si  Ton  avait  /(«)  —  o,  'V"\C.)  ~  o,  on  agirait  comme 
dans  le  cas  précédent. 

Exemples.  —  i"  Soit  proposé  de  trouver  les  asymptotes 
de  la  courbe  ayant  pour  équation 

on  a,  dans  ce  cas, 

f{k)  =  dA--^.-c. 

A-  = '^^ !— ,  ce  qui  exclut  l'ellipse. 

L'équation  de  ces  asymptotes  devient 

_  d/^  -V-  c 

^^   "^        9.ak^-b 

Le  dernier  terme  devient  infini  dans  le  cas  de  la  para- 
bole, et  par  conséquent  l'hyperbole  est  la  seule  courhe  du 
second  degré  qui  ait  des  asymptotes. 

2"  Soit  maintenant  y  =^  ae™-^,  équation  de  la  logarith- 
mique, qui  ne  rentre  pas  dans  la  classe  générale  considérée 
ci-dessus,  parce  que  ef""  n'est  pas  d'un  degré  fini  par  rap- 
port à  X. 
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On  cheroliera  toujours  la  limite  de  ~  et  ensuite  celle  de 
Y  —  kx. 

On  trouve  immédiatement  k-^o;  ensuite  la  limite  de  j, 
est  zéro,  et  correspond  aux  x  négatifs.  L'asymptote  est  donc 
l'axe  des  x,  et  dans  la  direction  seule  des  x  négatifs, 

3"  Dans  le  cas  de  la  courte,  appelée  folium  de  Des- 
cartes, et  dont  l'équation  est 

y'  ~  .■k' —  ^aa:y  =  o, 

on  Iroiivera  une  asymptote  ayant  pour  équation 

4**  L'wjuaîionj)  ^  =  cos  —  conduit  à  ^  =  o,  1=^  zhi .  L.i 
ciourbe  a  donc  pour  asymptotes  les  deux  droites 
j  =  H-r,    j  =  — 7. 

5°  L'équation  j  ^=  a  - — ■  représente  une  courbe  cjui  si 

l'axe  des  x  pour  asymptote,  et  qui  a  cela  de  remarquable, 
(p,'elle  passe  alternativement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  son 
asymptote  jusqu'à  l'infini. 

6°  L'équation  y  ^  a  sin  -  donnera  encore  j  ^:^  o  pouf 

l'équation  d'une  asymptote. 

Elle  offre  en  outre  une  particularité  remarquable  :  elle 

s'approche  indéfiniment  de  l'axe  des  j  dans  la  partie  com- 
prise entre  y  =:  — a,  y  =:  -{-  a.  C'est  donc  là  un  véritable 
asyroptotisme,  puisque  la  longuetu?  de  la  courbe  augmente 
sans  limite,  en  se  rapprochant  indéfiniment  d'une  droite 
fixe. 

Cette  courbe  ne  diffère  pas  de  celle  qu'on  obtiendrait  en 
enveloppant  stir  un  cylindre  une  hyperbole  équilatèrc  dont 
une  asymptote  serait  parallèle  au  plan  de  la  base,  et  proje- 
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tant  la  courbe  résultante  sur  un  certain  plan  passant  par 
l'axe  du  cylindre. 

7"  Soit  maintenant  l'équation  polaire  d'une  hyperbole, 
par  rapport  à  l'un  de  ses  foyers, 

on  trouvera 

cosh  =  -,      \imr3  =  ù. 

Les  deux  asymptotes  se  trouveront  ainsi  dé  terminé  er,. 
Soit  encore  la  spirale  hyperbolique 

on  trouvera 


Des  asjmplotes  considérées  comme  limites  des  tangentes. 
244.   En  partant  de  l'équation  ci-dessus 

qui  renferme  non-seulement  toutes  les  courbes  algébriques, 
mais  encore  toutes  celles  dont  les  termes  ont  des  degrés  dé- 
terminés par  rapport  à  x  et  y,  on  arrive  à  une  propriété 
remarquable  des  asymptotes,  qui  consiste  eu  ce  qu'elles 
peuvent  être  considérées  comme  limites  des  tangentes  à  la 
branche  de  courbe  à  laquelle  elles  se  rapportent. 

Nous  pouvons  supposer  à  l'axe  àesy  une  direction  arbi- 
traire, et  alors  -  tendra  vers  une  limite  6nie  k  qui  sera  ra- 
cine de  l'équation 

Cela  posé,  soit  &(x,  j  )  le  premier  membre  de  l'équa- 
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»n  tire 
,r      ,        —  (i)— /(Î)-.. 


"F'K-     +»"/■ 


Oi',  si  l'on  fait  croître  œ  in  de  fini  meut,  F  1  -  j  tendi'a  vers 
zéro,  et  l'cquation  (2)  donnera 

(3)  Iim'^=limg. 

Ainsi  d'abord,  lorscju'une  brandie  de  courbe  a  une  asym- 
ptote, sa  direction  est  la  limite  de  celles  des  tangentes  à 
cette  même  branche. 

Ciierchons  maintenant  la  limite  du  point  où  la  tangente 

rencontre  l'axe  ans  y,  et  dont  l'ordonnée  estjj'  —  x  ~~- 
L'équation  (2)  donne 

Supposons   d'abord  n^^m  —  1,   ou   u<^m  —  i,   auquel 
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<;as  la  brandie  de    courbe   aura  une  asymptote; 
alors 

».r(5)+{».-.)/(ï)-... 


(5)      y- 


'©- 


Or  cette  expression  peut  être  simplifiée  au  moyen  de  l'équa- 
tion (i).  En  effet,  en  divisant  cette  liernière  par  x™"'  et 
supposant  d'abord  «  =  m  —  i ,  on  obtient,  en  faisant  croître 
a;  indéfiniment. 


»l^^©-/g)]-»- 


L'écpiation  (5)  donii 


r-^^   =i; 


lîm 


donc  la  tangente  coupe  l'ase  des  f  en  un  point  dont  la 
limite  coïncide  avec  celui  où  ce  même  axe  est  coupé  par 
l'asymptote. 

Si  l'on  avait  n-<  m — i,  la  fonction /n'exislerait  pas,  cl 
l'on  ti'ouverait 


""(^-4)-' 


L'asymptote  et  la  limite  des  tangentes  passeraient  alors  par 
l'origine . 

Supposons  enfin  n'^m  —  i,  alors  la  branche  de  courbe 
infinie  n'a  pas  d'asymptote.  Faisons  n  =  m  —  i  H-  3"  ;  Vc- 
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(juatioii  (i),  divisée  par  x"^  donnera 

et,  en  introduisant  cette  condition  dans  l'équation  (4)i  ou 
trouvera  que  j'  —  ^  ~t'  deviendra  infini  avec  x,  et,  par  con- 
séquent, qu'il  n'y  a  pas  de  limite  pour  le  point  de  rencontre 
de  la  tangente  avec  l'axe  des^. 

On  arrivera  donc,  dans  tous  les  cas,  au  même  résidtat, 
soit  en  cherchant  l'asymptote  d'une  branche  infinie,  soit  en 
cherchant  la  limite  des  tangentes. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  nous  entendons  ici,  par 
limite  des  tangentes,  la  droite  qui,  menée  sous  l'inclinaison 
limite,  coupe  l'un  des  axes,  celui  des  j  par  exemple,  au 
point  limite  où  cet  axo  est  coupé  par  la  tangente  variable. 
Ce  ne  serait  pas  déterminer  une  droite  que  de  dire  simple- 
ment qu'elle  est  la  limite  d'une  droite  mobile  qui  ne  reste 
pas  toujours  parallèle  à  elle-même.  En  effet,  cette  droite 
est  située  de  la  même  manière  par  rapport  à  des  droites  pa- 
rallèles entre  elles,  quoiqu'elle  les  coupe  en  des  points  qui 
peuvent  être  fort  éloignés  les  uns  des  autres  ;  et  si  elle  s  ap- 
proche indéfiniment  de  l'une  de  ces  parallèles,  elle  s'ap- 
proche également  des  autres,  à  partir  des  points  respectifs  où 
elle  les  coupe. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  se  déduit 
si  simplement  de  la  forme  de  l'équation  (1),  pour  laquelle 
nous  avions  calculé  l'équation  générale  des  asymptotes,  que 
nous  avons  cru  ne  pas  devoir  l'omettre.  Mais  précisément 
parce  qu'elle  est  fondée  sur  cette  forme,  elle  n'a  pas  toute 
la  généralité  qu'on  pourrait  désirer,  et  nous  allons  traiter 
la  question,  indépendamment  de  toute  forme  particulière 
d'équation. 

243.    Une  asymptote  est,  eji  général,  la  Umile  des  tan- 
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gentes. —  Considérons  une  brandie  iniinie  de  conrbe  quel- 
conque ayant  une  asymptote  AX  [fig-  87};  cette  courbe 
n'étant  pas  donnée  par  une  équation,  il  est  nécessaire  d'en 
connaître  certaines  conditions  géométriques  bien  détermi- 
nées, sur  lesquelles  le  raisonnement  puisse  se  fonder.  Nous 
admettrons,  comme  seule  définition  de  cette  courbe,  qu'elle 
est  telle  que,  depuis  un  certain  point  B  jusqu'à  l'iniini,  ses 
points  aillent  constamment  en  s' approchant  de  AS,  et  que 
l'inclinaison  de  sa  tangente  sur  AX  varie  toujours  dans  le 
même  sens.  Il  est  d'abord  évident  que  depuis  le  point  B  la 
courbe  est  convexe  vers  AS  :  car  la  tangente  en  un  point 
quelconque  rencontrera  AX  au  delà  de  son  point  de  con- 
tact, puisque  les  distances  à  AX  vont  en  diminuant  de  ce 
côté  ;  si  donc  la  courbe  était  concave  vers  AX  et,  par  suite, 
comprise  entre  AX  et  sa  tangente,  elle  couperait  AX,  ce 
qui  est  contre  l'iiypotlièse. 

Cela  posé,  menons  une  droite  fixe  quelconque  AT;  pre- 
nons sur  cette  droite  un  point  P  plus  rapproché  de  AX  que 
ne  l'est  le  point  B,  et  menons  la  droite  indéfinie  PU  pa- 
rallèle à  AX.  EUe  coupera  nécessairement  la  courbe  en  un 
seul  point  M,  qui  sera  d'autant  plus  éloigné  de  AY  que  AP 
sera  plus  petit. 

Si  maintenant  on  joint  le  point  P  successivement  aux 
différents  points  de  la  courbe  situés  au  delà  de  M,  cette 
droite  coupera  nécessairement  AX,  et,  par  conséquent, 
rencontrera  auparavant  là  courbe  en  un  second  point.  Cette 
sécante,  tournant  continuellement  autmu'  de  P,  deviendra 
tangente  dans  une  position  unique  PQ,  eî  le  point  de  con- 
tact N  sera  au  delà  de  M.  Or  les  tangentes  aux  points  situés 
u  delà  de  N  couperont  nécessairement  PQ  entre  N  et  Q, 
et  AX  au  delà  de  Q  ;  elles  couperont  donc  AY  entre  A  et  P, 
et,  comme  PA  peut  être  supposé  aussi  petit  que  l'on  voudra, 
ils'ensuit  que  les  tangentes  à  la  courbe  couperont  AY  en  des 
points  qui  iront  constamment  en  s'approcliant  de  A,  et  que 
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leur  distance  à  ce  point  a  pour  limite  zëro.  Comme  d'ail- 
leurs l'angle  qu'elles  font  avec  AX  a  zéro  pour  limite,  on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante,  qu'il  faut  entendre 
avec  les  restrictions  indiquées  ci-dessus  : 

Lorsqu'une  branche  injlnie  a  une  asymptote,  les  tan- 
gentes à  cette  branche  coupent  une  droite Jixe  non  paral- 
lèle à  l'asjinptote,  en  des  points  qui  ont  une  limite  h  me- 
sure que  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment;  leur 
direction  a  de  même  une  limite,  et  si  l'on  mène  par  la 
point  limite  une  droite  dans  cette  dernière  direction,  elle 
coïncidera  avec  l'asymptote. 

2i6,  Si  les  conditions  géométriques  que  nous  avons  ad- 
mises n'existaient  pas,  il  serait  possible  que  la  branche  do 
courbe  eût  une  asymptote,  et  que  les  tangentes  n'eussent 
pas  de  limite. 

En  effet,  si  l'inclinaison  de  la  courbe  ne  variait  pas  tou- 
jours dans  le  même  sens,  les  tangentes  ans  points  situés  au 
delà  de  TU  pourraient  pas  couper  PQ  entre  P  et  Q,  et,  par 
suite,  AY  entre  P  et  A;  rien  ne  prouverait  alors  que  leur 
point  de  rencontre  avec  AY  aurait  une  limite,  et  il  est 
même  facile  de  trouver  des  cas  où  cela  n'a  pas  lieu. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 


ni  étant  positif  et  «  ^  i .  La  courbe  est  tout  entière  au-des- 
sus de  l'axe  des  x  ;  de  plus,  elle  s'en  approche  indéfiniment, 
et,  par  conséquent,  cet  axe  en  est  une  asymptote.  Cher 
clions  maintenant  le  point  où  la  tangente  coupe  l'axe  des^. 

Son  ordonnée  ^j'  —  x  ~n\si  même  limite  que  — ■  x  -j-^  puis 

que  l'ordonnée  j-  du  point  de  contact  tend  vers  zéro;  mais 
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expression  dont  le  dernier  terme  tend  vers  zéro.  D  reste 
donc  à  trouver  la  limite  de  x'~'"  cosx.  Or  cette  limite  est 
zéro  lorsque  l'on  am^i,  et  alors  la  tangente  a  une  limite, 
qui  se  confond  avec  l'asymptote;  mais  si  l'on  a 

X  —  sera  indéterminé  ;  il  pourra  avoir  tontes  les  vaii-urs 

comprises  entre  deux  limites  finies  dans  le  premier  cas,  et 
infinies  dans  le  second  :  d'où  l'on  voit  qa'une  branche  de 
courbe  peut  avoir  une  asymptote,  sans  qu'il  existe  une  li- 
mite pour  ses  tangentes. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  tangente,  considérée  à 
partir  de  son  point  de  contact,  tendrait  indéfiniment  vers 


la  prolonge  jusqu'à  l'axe  desj)',  elle  s'écarte  de  l'axe  des  x, 
de  quantités  finies,  ou  même  croissant  indéfiniment,  comme 
nous  venons  de  le  démontrer.  Or,  dans  ce  cas,  on  dit  qu'une 
droite  n'a  pas  de  limite,  parce  que  c'est  toujours  à  l'origine 
et  aux  axes  fixes  qu'on  la  rapporte. 

247.  T'alite  limite  des  tangentes  est  asymptote .  —  Cette 
réciproque  de  la  proposition  précédenle  peut  être  démontrée 
comme  il  suit  : 

Soit  X'S  [fig-  88)  une  droite  vers  laquelle  convergent 
les  tangentes  à  une  branche  de  courbe  infinie  ;  et  par  là 
nous  entendons  que  ces  tangentes  font  avec  X'X  un  angle 
qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  les  points  de  contact  s'éloi- 
gnent indéfiniment,  et  que,  si  par  un  point  A  pris  sur  X'X 
on  mène  un  axe  fixe  AT,  il  est  coupé  par  la  tangente  va- 
riable en  un  point  dont  la  limite  est  A. 
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Considérons  maintenant  une  tangente  quelconque  PQ  : 
il  est  admis  qu'à  partir  d'une  certaine  position  du  point  de 
contact  jusqu'à  l'infini,  le  point  P  va  en  se  rapprochant 
indéfiniment  de  A,  et  que  l'angle  AQP  tend  vers  zéro,  ces 
deux  quantités  conservant  leurs  signes,  ou  en  changeant 
d'une  manière  quelconque.  Or  il  est  évident  que  si  le  point 
de  contact  M  est  toujours  situé  dans  la  partie  PQ  de  la  tan- 
gente, quel  que  soit  l'angle  des  axes  dans  lequel  elle  se 
trouve,  sa  distance  MT  à  X'X  est  moindre  que  PA,  et,  par 
conséquent,  il  s'approche  indéfiniment  de  X'X,  puisque  la 
limite  de  PA  est  zéro  par  hypotlicse.  Donc,  dans  ce  cas,  la 
ligne  X'X  est  une  asymptote. 

Ce  cas  est  celui  qui  aura  Heu,  par  exemple,  lorsque,  à 
partir  d'une  certaine  position  de  la  tangente,  le  point  Q  ira 
toujours  en  s'éloignant,  et  le  point  P  en  se  rapprochant  de 
A;  car  les  intersections  successives  des  tangentes  se  feront 
toujours  dans  l'angle  YAX,  et,  par  suite,  les  limites  de  ces 
points,  oulespointsmèmesde  la  courbe,  y  seront  renfermés. 

Il  reste  donc  à  considérer  le  cas  où  le  point  de  contact 
serait  eu  dehors  de  la  partie  PQ.  Or  nous  allons  démontrer 
que  la  tangente  ne  pourrait  alors  avoir  pour  limite  X'X,  à 
moins  que  les  points  de  cette  branche  de  courbe  ne  s'ap- 
prochent indéfiniment  de  cette  même  ligne  X'X,  qui  sera 
par  conséquent  encore  une  asymptote. 

Concevons,  en  eifet,  une  branche  de  courbe  infinie  dont 
l'oi-domiée  ]ie  tende  pas  vers  zéro,  et  dont  la  tangente  fasse 
avec  l'axe  AX  {Jig-  89) ,  un  angle  ayant  zéro  potir  limite. 

Ij'ordonnée  pourra  croître  indéfiniment,  ou  rester  limitée  ; 
dans  ce  dernier  cas,  elle  pourra  tendi'e  vers  une  valeur  dé- 
terminée ;  elle  pourra  même  osciller  entre  des  limites  déter- 
minées, de  telle  sorte  que,  quelque  grand  que  soit  x,  la 
courbe  reste,  ou  du  moins  revienne,  à  certains  intervalles, 
au-dessus  d'une  parallèle  située  à  une  distance  Unie  de  AX. 
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Or  nous  allons  démontrer  que,  dans  ces  di£férentes  typo- 
thèses,  AX  ne  peut  être  la  limite  des  tangentes. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  l'ordonnée  croisse  indé- 
finiment, et  menons  à  AX  uno  parallèle  CV,  à  une  distance 
AC  aussi  grande  que  l'on  voudra  de  AX;  cette  parallèle 
rencontrera  nécessairement  la  courbe  en  un  certain  point  M, 
et  la  distance  CM  pourra  dépasser  toute  grandeur  donnée. 
Si  maintenant  par  le  point  C  et  un  point  M' de  la  courbe, 
situé  au-dessus  de  CV  à  une  distance  aussi  petite  qu'on 
voudra  de  M,  on  fait  passer  une  ligne  droite,  on  sait  que, 
quelque  petit  que  soit  l'angle  qu'elle  fera  avec  AX,  elle 
finira  par  rencontrer  la  courbe  en  un  second  point  au  delà 
deMM',  puisque  l'angle  delà  tangente  à  la  courbe  avec  AX 
tend  vers  zéro.  Donc,  eu  faisant  tourner  cette  droite  dans 
le  même  sens,  elle  finira  par  devenir  tangente  en  un  point 
situé  an  delà  de  M.  Donc,  en  prenant  des  points  assez  éloi- 
gnés sur  la  courbe,  la  tangente  coupera  AY  en  des  points  C 
situés  à  des  distances  aussi  grandes  qu'on  voudra  de  A.  Donc 
enfin  les  tangentes  n'ont  pas  pour  limite  AX. 

Supposons  maintenant  que  l'ordonnée  ne  croisse  pas  in- 
définiment, et  que  les  points  de  la  courbe  restent  constam- 
ment an-dessus  d'une  droite  BU  menée  parallèlement  à  AX 
à  une  distance  déterminée  différente  de  zéro,  ou  bien  pas- 
sent au-dessus  et  au-dessous  de  BU  à  des  intervalles  quel- 
conques. Considérons  un  point  M  de  la  courbe,  situé  au- 
dessus  de  BU  à  une  distance  de  AT  plus  grande  qu'une 
quantité  donnée  quelconque,  et  menons  par  ce  point  MD 
parallèle  à  AX  [fig-  Qo).  En  raisonnant  comme  dans  le  cas 
précédent,  nous  démontrerions  qu'il  existe  une  tangente 
en  un  point  situé  stu'  la  courbe,  au  delà  de  M,  et  rencon- 
trant AY  en  D,  et,  par  conséquent,  au-dessus  de  B;  d'où  il 
suit  que  AX  n'est  pas  la  limite  des  tangentes. 

Donc  enfin  AX  ne  serait  pas  la  limite  des  tangentes  si 
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les  points  de  la  courbe  étaient  situes  en  dehors  de  la  partie 
de  la  tangente  comprise  entre  les  denx  axes,  et  qu'en  mêm<; 
temps  leur  dislance  à  AX  ne  tendit  pas  vers  zéro  ;  mais  si 
cette  distance  tend  vers  zéro,  AX  est  asymptote.  D'où  il  ré- 
sulte eniin  ipie,  queltjue  part  (jue  soit  situé  le  point  de  con- 
tact sur  la  tangente  variable,  si  cette  droite  tend  vers  uni^ 
liraite,  dans  le  sens  préccdemment  déûni,  cette  limite  e:;î, 
une  asj'H/plole. 
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DIFFÉRENTIELLES  ET  DÉRIVÉES  DE  L'ARC  DE  L'AIilE  ET  DE 

L'INCIINAISON  D'UNE  COURBE  PLANE.  CONCAVITÉ. 

CONVEXITÉ.  POINTS  SINGULIERS. 


â-iS.  Désignons  par  s  la  longueur  de  l'arc,  prise  à  partir 
d'un  certain  point  de  la  courbe  :  nous  avons  \u  que  son 
accroissement  infiniment  petit  As  ne  pouvait  diiïerer  <jue 
d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  de  la  partie  de 
la  tangente  terminée  à  l'ordonnée  extrètne,  c'est-à-dire  de 

Ax  i/  i-h  -■— -   Donc  la  limite  de  —^  est  t/  i  -1--^î  et 


df 


Dans  un  système  de  coordonnées  polaires,  on  aura 

S  =  \/'"-^Si''    ~    ■*==^'-"'»' +  '"■■■ 

249.  L'aire  comprise  entre  deux  ordonnées,  î'ase  de  x 
et  l'arc  d'une  courbe,  croit  d'une  cjuantîté  comprise  entre 
deux  parallélogranmies  dont  la  limite  du  rapport  est  l'unité, 
à  mesure  que  Aa;  tend  vers  zéro  :  on  peut  donc,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  prendre  l'un  quelconque  des  deux 
au  lieu  de  l'accroissement  même  de  l'aire,  sans  altérer  la 
limite  du  rapport  à  Ajc.  Si  donc  on  désigne  l'aire  par  A,  on 
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6  désignant  l'angle  des  axes. 

Dans  un  système  de  coordonne'es  polaires,  les  deux  paral- 
lélogrammes seront  remplacés  par  des  secteurs  semblables, 
el  l'on  trouvera 


dk 


dA.=  -^r^dÔ. 


250.  L'inclinaison  y  de  la  Laugente  sur  l'axe  de  .x  est 
déterminée  par  réquation 

''' 


Cette  valeur  de  df  est  ce  que  nous  nommons  angle  de 
contingence;  il  peut  être  pris  pour  Ay,  gui  est  celui  des 
deux  tangentes  aux  points  dont  les  abscisses  diffèrent  de  dx, 
sans  que  les  limites  des  rapports  soient  altérées. 

Dans  un  système  de  coordonnées  polaires,  l'angle  de  deux 
tangentes  consécutives,  ou  la  diOerence  infiniment  petite 
de  l'inclinaison  y  de  la  tangente  sur  l'axe  fixe,  est  égal  à 
l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  correspondants,  plus  l'ac- 
croissement do  l'inclinaison  de  la  taugenle  sur  le  rayon  vec- 

23. 


yGoosle 


-espondant.  On  trouvera  a 


Concawité  ot  convexité. 

251 .  On  dit  qu'une  courbe  est  concave  en  uii  de  ses  points 
par  rapport  à  une  droite  donnée,  lorsque,  à  partir  de  ce 
point,  ses  deux  branches  commencent  par  être  comprises 
dans  l'angie  aigu  formé  par  la  droite  donnée  et  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  que  l'on  considère.  Lorsque,  au  con- 
traire, les  deux  branches  commencent  par  être  en  dehors  de 
cet  angle,  on  dit  que  la  courbe  est  convexe  en  ce  point  par 
rapport  à  la  droite. 

Nous  allons  faire  connaître  les  caractères  analytiques  qui 
correspondent  à  ces  deux  circonstances,  en  supposant  qu'on 
ait  pris  la  droite  donnée  pour  ^xe  des  x.  Dans  le  cas  de  la 
concavité,  l'ordonnée  orthogonale  de  la  courbe  doit  être 
moindre  en  grandeur  absolue  que  celle  de  la  tangente  au 
point  que  l'on  considère,  pour  les  valeurs  de  x  infiniment 
voisines  de  celle  qui  correspond  à  ce  point.  Ainsi  l'ordonnée 
de  la  courbe  sera  plus  petite  que  celle  de  la  tangente  lors- 
qu'elle sera  positive,  et  plus  grande  lorsqu'elle  sera  néga- 
tive. L'inverse  aura  lieu  pour  la  convexité. 

Or,  en  désignant  par  x',  j'  les  coordonnées  du  point 
donné,  et  par  /(  une  quantité  positive  ou  négative,  qui  peut 
devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  on  a  pour  les 
points  de  la  courbe 
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r  la  tangente  au  point  {œ',  y'). 


clone,  si  y'  est  positif,  la  eourJje  sera  concave  si  le  ternio 

—  I -r^l  est  nëa:aîif,    et    convexe  s'il  est   positif.  Or, 

si  l'on  n'a  pas  -r-^  ^  o,  le   signe  du  terme  en  question 

sera  le  même  que  celui  de 

Les  deus  branches  de  la  courbe  commencent  donc  par  être 
d'un  même  côté  de  la  tangente;  ce  qui  montre  que  notre 
définition  des  tangentes  renferme  celle  des  anciens ,  et 
l'étude  des  points  singuliers  nous  fera  voir  qu'elle  est  plus 

générale.  Supposant  donc  que  --^  ne  soit  pas  nul,  on  voit 

que,  pour  les  points  delà  courbe  qui  sont  du  côté  desj'  po- 


points  situés  du  côté  des  y  négatifs. 

Si  -t4;  =  o,  il  faudra  que  l'on  ait  -t-;j  =  o  pour  que  les 

deux  brandies  de  la  courbe  ^soient  d'un  même  côté  de  la 
tangente  dans  le  voisinage  du  point  que  l'on  considère,  et 

c'est  au  signe  de_-r-7j-  qu'on  reconnaîtra  la  concavité  ou  la 
convexité.  De  même,  si  -j^  =3  o  ,  il  faudra  qu'oji  ait 
— ^  =  o,  et  amsi  de  suite. 

252.  Points  d'inflexion;  points  singuliers.  —  Lorsque 
-  doit  çliangcr  de 
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signe  et,  par  conséquent,  passer  par  zéro  ou  l'infini  ;  les 
points  où  s'opère  ce  cliangement  se  nomment  points  d'in- 
flexion et  se  déterminent  en  posant 


Mais  il  ne  suffit  pas  que  -y-j  soit  nul  pour  qu'il  y  ait  in- 
flexion; car  il  faut,  pour  qu'il  cliange  de  signe,  que  -3— j 
emps,  et 

s'il  cliange  de 

signe  en  passant  par  cette  valeur. 

Points  multiples.  —  On  appelle  ainsi  ceux  où  passent 
plusieurs  branches  de  courbe  et  oii  l'on  peut  mener,  par 
conséquent,  plusieurs  tangentes.  On  peut  les  déterminei' 
par  des  règles  très-simples  pour  toutes  les  courbes  algé- 
briques. Soit  F  (x,  y)  =:  o  une  équation  algébrique  et  ra- 
tionnelle; on  eu  tirera 

Or,  cette  équation  devant  être  satisfaite  par  plusieurs  va- 

,  ,    dj  ,.  d^    ilY     ,  .  ,  , 

leurs  de  -;- ,  taudis  que  -—  !  -;—  n  en  auraient  ou  une  seule, 
d.x  ^       d.i:     dy  ^ 

.      d¥  rfF  .   . 

ou    devra    avoir    ---  =  0,    ■—-==  o,    conjointement    avec 

F{j",  jr]==^o.  Si  l'on  trouve  des  solutions  réelles  communes 


rf'F    <^       rf=F  /dx\ 

dxdj-  d.T.  dy    \d:i:j 
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que  l'on  obtient  en  diÛërentîaiit  l'équation  (i),  et  rempla- 

.      dF 
çant  ensuite  ~  par  zéro. 

Si  trois  branches  passaient  au  même  point,  les  coeffi- 
cients de  celte  équation  seraient  encore  nuls,  et  l'on  aurait 
recours  à  la  troisième  dérivée  de  l'équation  ;  et  ainsi  de 
suite. 

Les  deux  branches  seraient  tangentes  si  deux  valeurs  de 

—  étaient  égales. 

Si  l'équation  était  résolue  par  rapport  à  jf'  et  renfermait 
des  radicaux  à  double  signe,  on  reconnaîtrait  les  points  mul- 
tiples en  cherchant  les  valeurs  de  x  qui  font  disparaître  un 

de  ces  radicaux  de  y,  sans  le  faire  disparaître  de  -—^  car  en 

ces  points  deux  branches  de  courbe  se  couperont,  et  leurs 
tangentes  seront  différentes. 

253,  Points  de  rebroitssemenl.  —  Si  en  un  point  mul- 
tiple deux  valeurs  de  —  sont  égales,  et  que  les  deux  branches 

s'arrêtent  en  ce  point,  on  a  un  point  de  rebroussement.  Il 
est  du  premier  genre  lorsque  les  deux  branches  sont  de 
côtés  différents  de  la  tangente  comnuuie,  et  du  second  genre 
lorsqu'elles  sont  du  même  côté.  On  reconnaîtra  que  les 
branches  s'arrêtent  en  ce  point  lorsque,  en  faisant  varier  x 
d'un  côté  seulement,  leurs  ordonnées  deviendront  imagi- 
naires. Il  faut  cependant  excepter  le  cas  où  -r-  serait  infini 

en  ce  point;  on  considérerait  alors  l'abscisse  au  lieu  de 
l'ordonnée. 

Le  rebroussement  sera  du  premier  genre  lorsque  -j--; 

sera  de  signe  dîlFércnt  pour  les  deux  branches;  il  sera  du 
second  quand  ce  signe  sera  le  même. 
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2o4.  Points  conjugués.  —  On  appelle  ainsi  des  points 
isolés  dont  les  coordonnées  satislbnt  à  l'équation  d'uni; 
courbe,  sans  qu'on  en  puisse  supprimer  ces  solutions.  Pouv 
ces  points,  le  Aj'  doit  être  imaginaire,  et,  par  suite,  le 

plus  souvent  le Dans  ce  cas,  comme  le  --■,  lire  d'une 

t'quation  du  premier  degré,  ne  saurait  être  imaginaire,  les 
coordonnées  des  points  conjugués  satisferont  aux  équations 

On  les  trouvera  ainsi  en  même  temps  que  les  points  innl- 
tiples.  Mais  Aj'  peut  être  imaginaire  sans  que  la  limite  de 

^Y  ,       .  .....  .         . 

-—  le   soit,  parce  que  sa  partie  imaginaire  pourrait  avoir 
pour  limite  zéro. 

255.  Points  d'arrêt.  —  On  donne  ce  nom  i'i  inut  point 
où  s  arrête  brusquement  une  branche  unique  de  cour- 
bure. 

On  les  déterminera  en  cherchant  les  valeurs  de  X  à  par- 
tir desquelles  ^j'-  commence  à  devenir  imaginaire,  s'il  était 
réel  auparavant,  ou  à  devenir  réel,  s'il  était  imaginaire.  H 
i'audra,  de  plus,  s'assurer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  branche 
de  la  courbe  à  passer  en  ce  point,  et  que,  par  conséquent, 
les  valeurs  voisines  de  :*:  ne  donnent  pas  plusieurs  valeurs 
voisines  pour  J-. 

256.  Points  saillants  ou  anguleux.  —  On  appelle  ainsi 
les  points  où  s'arrêtent  deus  branches  de  courbe,  sans  y 
avoir  la  même  tangente.  Us  rentrent  dans  la  classe  des 
points  multiples.  On  les  distinguera  des  points  multiples 
ordinaires  à  ce  que,  comme  dans  le  cas  des  points  de  re- 
broussement,  les  deux  branches  ne  se  prolongent  pas  au 
delà  de  leur  point  de  rencontre. 

Lorsque  l'équation  d'niic  coi\ibe  ne  donne  tpi'uue  seule 
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valeur  de  j  pour  chaque  valeur  de  x,  toute  valeur  de  a:  qui 
donnera  deux  valeurs  pour  -~  détei-minera  évidemment  un 
point  saillant. 

F.r.einplos  de  points  singuliers. 
jioiiil,  multiple,  înilexion, 

i\.!jrousseiiient  (Ut  preniier  genre,  si  l'on  a 
l't'iîroussement  cUi  second  genre,  si  l'on  El 


eiisnijposantqnonnaUpas 

Cas  jiaflictduiî's  de  celte  formule. 


-  logx 
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point  (l'a 


leux  à  l'origi 


point  conjugue,    ayant  pour  abscisse  a, 
multiple,  ajant  pour  abscisse  a,  si  n  |>  b. 
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CHAPITRE  XIII. 

EXPRESSION  DIFFÉRENTIELLE  DQ  RAYON  DE  COURBUKE. 

COURBES  OSCDLATKICES  EN  GÉNÉRAL. 

CONTACT  DE  DIVERS  ORDRES. 


257.  La  courbure  eu  un  point  d'une  courbe,  étant  la 
limite  du  rapport  deVangle  des  tangentes  extrêmes  à  l'arc 
correspondant,  aura  pour  valeur 

hiii  — -      on      -j- , 

y  désignant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x;  et  si 
l'on  appelle  R  le  rayon  de  courbure  qui  est  aussi  le  rayon 

du  cercle  osculateur,  nous  avons  vu  que  —  est  la  mesure  de 
la  courbure  ;  on  aura  donc 

et,  d'après  les  formules  des  n"'  248,  250,  on  aura  dans  un 
système  de  coordonnées  rectangles 


et  dans  un  système  de  coordonnées  polaires, 
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La  réciproque  de  la  valeur  de  R  serait  celle  de  îa  conr- 
Lure. 

Si  l'on  prenait  pour  variable  indépendante  une  quantité 
cjuelconque  t  différente  de  l'abscisse,  on  déduirait  l'équa- 
tion suivante  des  formules  générales  par  lesquelles  on  opère 
l'ette  transformation 


lit    dt'         dt    dp 

On  aurait  pu  passer  aussi  à  la  valeur  R  exprimée  en  coor- 
données polaires,  en  partant  des  coordonnées  rectangu- 
laires. On  aurait  trouvé  la  formule  obtenue  ci-dessus  d'une 
manière  directe. 

Appliquons  cette  transformation  au  cas  où  la  courbe 
serait  donnée  par  tme  équation  entre  l'ordonnée  et  l'arc,  et 
prenons  l'aie  pour  variable  indépendante  \  on  a 


d.T.  d\7:       df  d'- 
dF  di'  ~ 'dx  Ih 

d-T   d^rr. 


Y  m^m 


Il  serait,  du  reste,  très-facile  de  trouver  directement  cette 
dernière  formule.  On  déterminerait  l'angle  de  contingence 

d'f  en  partant  de  la  formule  sinœ  i^  -j-,  d'où 


V' 
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formule  qui  coïncide  avec  celle  qiie  l'on  avait  obleime  par 
le  cliangement  de  la  variable  indépendante. 

Courbes  osculaîrices . 

238.  Si  l'on  considère,  au  lieu  d'un  cercle,  une  courbe 
représentée  par  une  équation  donnée  de  forme,  et  conte- 
nant im  certain  nombre  de  coefficients  indéterminés,  on 
pourra  lui  donner  autant  de  points  communs  avec  la  courbo 
proposée  qu'il  y  a  de  ces  coefficients.  Si  l'on  fait  ensuiti^ 
tendre  tous  ces  points  vers  le  premier,  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  courbe  variable  se  nomme  la  courbe  osculet- 
Cr-ice  de  la  proposée,  relativement  à  celles  qui  sont  renfer- 
mées dans  l'équation  indéterminée. 

Ces  conditions  géométriques  peuvent  être  exprimées  par 
des  relations  très-simples  entre  les  coefficients  différen- 
tiels successifs  des  ordonnées  des  deux  courbes  ;  soient 
Xi,  Xî,  Xt,...^  x,a  les  abscisses  de  m  points  communs  à  deux 
courbes,  croissant  par  degrés  inégaux  suivant  une  loi  quel- 
conque; on  supposera,  pour  mettre  le  plus  de  généralité 
possible  dans  la  question,  que  l'on  prenne  pour  variable 
indépendante  une  quantité  quelconque  t,  dont  x,  et  par 
suite  y,  seront  des  fonctions  connues. 

Soient_;)^,,  y^^  j^^. . .,  y^  les  valeurs  de  y  relatives  aux 
points  communs;  les  diiférences  successives  de  y^  jusqu'à 
l'ordre  m  —  i  peuvent  s'exprimer,  comme  on  le  sait,  au 
moyen  des  valeurs  jf ,,  j-,,. . ,,  jr,„,  et  il  est  évident  qu'elles 
seront  les  mêmes  pour  les  deux  courbes,  puisque  les  ordon- 

M'iiJ-^i       ■'  '        -    ■  ■■ 


,„  sont  les  mêmes.  — --'-r~r'''' 
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ront  donc  identiquement  les  mêmes  de  part  et  d'aut 
par  suite,  leurs  limites  seront  aussi  les  mêmes. 

Les  m  —  I  premières  dérivées  de  j*  par  rapport  ,i 
ront  donc  les  mêmes  valeurs  au  point  t 
deux  courbes,  et  il  en  sera  de  même  de 


Or  on  sait,  d'après  les  formules  relatives  au  changement  de 
la  variable  indépendante,  que  les  valeurs  de 


ne  dépendent  que  des  dérivées  de  x  et  àey  par  rapport  à  t, 
depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  celui  que  l'o!!  considère, 
inclusivement. 

Donc,  quelle  que  soit  la  loi  continue  suivant  laquelle  les 
points  communs  se  rapprochent  du  premier,  la  courbe  li- 
mite sera  telle,  que  pour  œ^^œ,  les  quantités 

dx^     (^.r,  '^'^'jj 

■'"        dr''        di:'  '""'        ri,^-' 

auront  la  même  valeur,  si  on  les  tire  de  son  équation  ou  de 
l'équation  de  la  courbe  donnée. 

Donc,  pour  déterminer  les  in  coeiEcients  de  l'équation  de 
la  courbe  osculatrice,  il  suffira  d'égaler  les  valeurs  des  m 

■    ,  ^T\  (V'^'Ys  ,,  .  ,         , 

quantites_7i,  j— )---5  ^^_,  ;  que  1  on  tn-era  des  équations 
des  deux  courbes,  et  dans  lesquelles  on  donnera  à  x  eij  les 
valeurs  xj,  ji  du  point  que  l'on  a  choisi  sur  la  première 
courbe. 

Mais  on  formera  plus  simplement  ces  m  ét^uations  en 
différentiant  m  —  i  fois  l'équation  qu'il  faut  déterminer, 
et  remplaçant  dans  celle-ci  et  dans  ses  m — i  dérivées  x 
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et  _/  par  ^1,  ^1,  et  les  dérivées  de  y  par  celles  qu'on  tirera 
Je  l'équation  connue. 

Telle  est  la  méthode  générale  au  moyen  de  laquelle  on 
trouve  l'équation  de  la  courbe  osculatrice  d'une  espèce 
donnée. 

Contacts  de  divers  ordres. 

2û9.  Lorscjne  deux  courbes  ont  un  point  commun,  et  que 
l'on  augmente  l'abscisse  de  ce  point  d'une  quantité  iniini- 
ment  petite,  la  difrérence  des  ordonnées  est  généralement 
du  premier  ordre. 

Si  cette  dillérence  est  du  deuxième  ordre,  on  dît  que  les 
courbes  ont  un  contact  du  premier  ordre  ;  si  elle  est  du  troi- 
sième ordre,  on  dit  que  le  contact  est  du  second;  et,  en 
général,  il  y  a  un  contact  du  n"""  ordre  entre  deux  courbes, 
lorsque  la  différence  de  leurs  ordonnées,  à  partir  du  point 
commun,  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  «  -}- 1  :  d'où  il 
suit  que,  entre  deux  courbes  qui  ont  un  contact  d'un  certain 
ordre,  il  est  impossible  qu'il  en  passe  une  autre  dans  le  voi- 
sinage du  point  commun,  si  son  contact  avec  l'une  quel- 
conque des  deux  est  d'un  ordre  inférieur. 

Pour  qu'il  n'y  ait  rien  d'incertain  dans  cette  définition 
des  contacts  de  différents  ordres,  il  est  nécessaire  de  dé- 
montrer que  l'ordre  du  contact  est  indépendant  de  la  direc- 
tion des  axes  ;  or  c'est  ce  que  l'on  établit  facilement  en 
prouvant  que,  pour  un  point  quelconque  de  l'une  des 
covu-bes,  les  différences  des  ordonnées  des  deux  courbes 
considérées  relativement  à  des  axes  différents  sont  dans  un 
rapport  fini.  Cette  dliférence  est  la  plus  petite  possible 
cjuand  les  ordonnées  sont  perpendiculaires  à  la  tangente  au 

La  seule  direction  qu'on  doive  excepter  pour  les  ordon- 
nées est  celle  de  la  tangente  au  point  commun. 

Les  cordes  menées  dans  cette  direction  sont  d'un  ordre 
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infinitésimal  moindre  d'une  unité  que  pour  tout  autïi;.  On 
reconnaît  en  effet  immédiatement,  en  menant  par  un  iiit':ino 
point  une  sécante  parallèle  à  la  tangeiite  conunmie  et  luic^ 
autre  dans  ime  direction  différente  ipelcongue,  que  la  par- 
tie interceptée  par  celle-ci  a  avec  l'auti'e  un  rapport  infini- 
ment petit  du  premier  ordre. 

Maintenant,  si  l'on  développe  en  séi'îes  les  ordonnées  des 
deux  courbes  suivant  les  puissances  de  l'accroissement  de 
l'abscisse  du  point  conunun,  on  reconnaît  immédiateiixent 
que  le  contact  entre  ces  courbes  sera  de  l'ordre  k,  si  les  n 
premières  dérivées  de  l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse 
sont  respectivement  égales  pour  chacune  des  courbes,  quand 
on  y  substitue  l'abscisse  du  point  commun  :  car,  dans  ci^ 
cas,  la  différence  des  ordonnées,  e'xprimée  au  moyen  dc^ 
deux  termes  qui  complètent  respectivement  les  deux  séries, 
est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  7i  -f- 1 . 

C'est  là  le  caractère  analytique  auquel 
dre  du  contact  de  deux  lignes  qui  ont  un  point  c 

Autre  manière  d'envisager  le.t  courbes  osculatrices . 

260,  11  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  le  contact 
des  courbes  que  pour  avoir  la  courbe  d'une  espèce  donncti 
qui  a  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  avec  une  courlii^ 
dont  l'équatipn  est  connue  il  suffit  de  déterminer  les  coeili- 
cients  arbitraires  de  l'équation  générale  des  courbes  dont 
l'espèce  est  donnée,  en  exprimant  que,  pour  l'abscisse  qui; 
l'on  considère,  les  ordonnées  sont  respectivement  égales, 
ainsi  que  leurs  dérivées  successives  jusqu'à  l'ordre  le  plus 
élevé  possible.  On  établira  ainsi  autant  d'équations  qu'il  y 
a  de  coefficients  indéterminés.  L'ordre  du  contact  sera  lu 
nombre  de  ces  équations,  moins  luie. 

On  voit  par  là  que  la  courbe  osculatrice  et  la  courbe  qui 
a  îe  contact  de  l'ordre  ie  plus  élevé  sont  identiques. 
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Pour  la  ligne  droite,  dont  l'équation  n'a  que  deux  coeffi- 
cients arbitraires,  le  contact  ne  sera,  en  général,  que  du 
premier  ordre  ;  il  sera  du  deuxième  pour  le  cercle.  Mais  îl 
pourra  arriver  qu'en  certains  points  particuliers  le  contact 
soit  d'un  ordre  plus  élevé. 

Les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe  osculatrice  se 
détermineront,  comme  nous  l'avons  déjà  dît,  en  formant 
ses  équations   différentielles   successives  et  y  substituant 

à  y\  ^  '  "  ■  '  ^^^  valeurs  tirées  de  l'équation  de  la  cotu'be 
donnée.  Les  seules  inconnues  sont  alors  les  coefficients  ;  et 
s'ils  entrent  tous  au  premier  degré,  on  trouvera  lui  seul 
système  de  valeurs  et,  par  conséquent,  une  seule  oourbe 
osculatrice. 

Lorsque  le  nombre  des  dérivées  communes  est  pair,  la" 
différence  est  d'un  ordre  impair,  et,  par  conséquent,  change 
de  signe  avec  l'accrois  sèment  de  x'  :  donc  alors  les  courbes 
se  coupent.  C'est  ce  qui  arrive,  en  général,  pour  le  cercle 
osculateur. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  des  dérivées  communes  est 
impair,  la  diilerence  est  d'ordre  pair  et  ne  change  pas  de 
signe  avec  l'accroissement  de  x'  :  les  lignes  ne  se  coupent 
donc  pas.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  la  ligne  droite, 
excepté  aux  points  d'intlcxion. 

261 .  Les  courbes  les  plus  simples  que  l'on  puisse  mettre 
en  contact  avec  une  courbe  donnée  sont  celles  qui  sont  ren- 
l'erm.ées  dans  l'équation 

j  =  A  -4-  1Î.Ï-  +  C^'  -I-  .  .  .  -}-  K.ï:'", 

On  peut  établir  un  contact  de  l'ordre  m  —  i  entre  les  deux 
courbes,  et  l'on  aura  immédiatement  l'équation  de  la  courbe 
osculatrice  en  développant  son  ordonnée  par  la  formule  de 
Taylor,  après  avoir  remplacé  .a;  par  x'  -\-[x  —  x').  Cette 

Cale.  iisf.  D.—  l.  24 
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équation  est  la  suivante,  dans  laquelle  les  dérivées  àe  y' 
sont  remplacées  par  celles  que  donne  l'équation  de  la  courbe 
connue, 

si  m  =  I,  on  a  la  droite  osculatrice  dont  l'équation  est 

262.  Cercle  oscillateur.  — ■  L'équation  générale  du  cercle 

{^-«?+(r~S)'=P-> 

«,  ê  étant  les  coordonnées  du  centre,  etïlle  rayon.  D'après 
les  théories  précédentes,  on  déterminera  les  constantes  «, 
ê,  E,  relatives  au  cercle  osculateur  au  point  x' ,j'  d'une 
courbe  donnée,  au  moyen  des  trois  équations 

(y-»)--Kj'-e)-=H", 


^ij: +  (/■-<!)  53;  =  » 


^  étant  tirés  de  l'équation  de  la  courbe  donnée.  La 

seconde  de  ces  équations  montre  que  le  centre  du  cercle 
osculateur  est  situé  sur  la  normale. 
On  tirera  de  là 

'  d^  d£       d'y 
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et,  substituant  dans  la  première, 


Celte  équation  donne  pour  le  rayon  la  valeur  déjà  trouvée 
par  une  autre  voie,  et  les  deux  précédentes  font  connaître 
les  coordonnées  a,  ê  du  centre  de  courbure,  en  fonction  de 
x'^  y' . 

Si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  donnée 
on  élimine  :t?',_7',  l'équation  résultante  entre  «  et  6  repré- 
sentera le  lieu  des  centres  de  courbure,  ou  la 
de  la  première. 
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CHAPITRE  XIV. 


THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  DÉVELOPPÉES. 
COURBES  ENVELOPPES. 


2t>3.  Les  é(jualions  qui  déterminent  les  coordonnées  «, 
ê  du  centre  de  courbure,  ou  du  point  de  la  développée,  cor- 
respondant au  point  [x',  y')  de  la  courbe  donnée,  sont, 
d'après  le  numéro  précédent, 

(») 

Ces  équations  ayant  lieu  quel  que  soit  le  point  que  l'on  con- 
sidère, si  l'on  donne  à  x'  un  accroissement  infiniment  pe- 
tit, j-',  a,  6,  qui  sont  des  fonctions  de  jc',  en  recevront  de 
correspondants,  et  les  équations  (i)  et  (a)  seront  encore  sa- 
tisfaites; les  accroissements  de  leurs  premiers  membres  se- 
ront donc  nuls,  et,  par  suite,  leurs  dérivées  par  rapport  à  x'. 
Or  l'équation  (i),  diiïerentiée  en  considérant  a,  ë,  y' 
comme  fonctions  de  x',  et  ayant  égard  à  l'équation  (2), 
donne 

(/a         m    r/y  dî  I 


d'où  il  résulte,  comme  nous  l'avions  déjà  démontré,  que  la 
normale  à  la  cowbe  donnée  est  tangente  à  sa  développée, 
au  centre  de  courbure. 
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26i.  Le  calcul  peut  encore  conduire  à  la  seconde  pro- 
priété, qui  consiste  en  ce  que  la  différence  de  deux  rayons 
de  courbure  d'une  courbe  est  égale  à  l'arc  correspondant  de 
sa  développée  :  il  suffit,  pour  cela,  de  parvenir  à  une  équa- 
tion qui  ne  renferme  que  rfR,  da.^  d§. 

Or,  si  l'on  ditïërentîiî  l'équation 

(3)  (..■_«)=  +  [/„ê)-=R% 

on  trouvera,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i), 

et  si  l'on  remet  pour  x'  — c.  sa.  valeur  tirée  de  (  i  ) ,  il  vient 

ij'-- 


(,lf    <la 


dy_ 


da 


et,  remplaçant  — -7  par  — 


Pour  éliminer  j'— 6,  on  remarquera  que  les 
et (3) donnent 


.'qualîons(!) 


d'où 

■'        "       i/^.'-hrfS' 

/     A" 


Reportant  cette  valeur  de  j)^'  —  6  dans  l'équation  cî-dessus, 
il  vient,  abstraction  faîte  du  signe  du  radical, 

ce  qui  démontre  que  la  ditFércntîeUe  du  rayon  de  courbure 
est  égale  à  celle  de  l'arc  de  la  développée.  D'où  l'on  conclut 
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qu'un  arc  quelconque  de  !a  développée  est  égal  à  la  diffé 
rence  des  rayons  de  eourbure  tangents  à  ses  extrémités.  La 
description  de  la  première  coiu-bc  d'un  mouvement  continu, 
par  le  développement  do  la  seconde,  en  résulLe,  comme 
nous  l'avions  fait  voir  précédemment. 

265.  Si  l'on  donnait  l'équation  F  {«,  ë)  =  o  de  la  déve- 
loppée, et  qu'on  demandât  celle  de  la  développante,  il  fau- 
drait éliminer  a  et  ê  entre  l'équation  donnée  et  les  deux 
suivantes  : 

dx  ûS  ^■'  '  dS 


dans  lesquelles  -^  serait  donnée  en  fonction  de  a  et  6  au 
moyen  de    l'équation  F  (œ,  S)  =  o.  H  en  résulterait  une 


on  trouverait  l'équation  finie  entre  XQtj'. 

Les  coordonnées  x^j-  d'un  point  quelconque  de  la  déve- 
loppante peuvent  facilement  s'exprimer  au  moyen  des  coor- 
données a,  6  et  de  l'arc  s  de  la  développée. 

Une  construction  très-simple  conduit  inunédiatement  aux 


Si  l'on  en  fait  application  au  cas  du  cercle,  dont  l'équation 
est  ct^-i- 6°=^  a',  on  trouve  d'atord 


équation  qui  donnerait  immédiatement  la  projection  de  a: 
et  j-  sur  le  rayon  a  mené  au  point  de  contact.  Mais 
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L'équation  de  la  développante  du  cei'clc  sera  donc 


et,  en  coordonnées  polaires, 

comme  la  figure  le  donnerait  immédiatement. 
Courbes  enveloppes. 

266.  Nous  avons  vu  (n"  \&4^)  que  si  l'on  considère  la 
courbe  représentée  par  une  équation  F  (x,  7',rt)  =  o,  qu'on 
cherche  la  limite  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe 
avec  celles  qui  résulteraient  d'un  accroissement  infiniment 
petit  donné  à  «,  et  que  l'on  clierclie  le  lieu  de  ces  points  li- 
mites sur  toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation  pro- 
posée, dans  laquelle  a  varierait  d'une  manière  continue, 
il  suiRt,  pour  obtenir  ce  lieu,  A'éliminer  la  constante  a 
entre  l' équation  de  la  courbe  variable  et  sa  dérivée  par- 
tielle par  rapport  à  cette  constante. 

Nous  avons  l'ait  remarquer  que  les  raisonnements  qui  ont 
conduit  à  cette  règle  supposent  que  la  fonction  F  {x,y.,  a] 
n'ait  qu'une  seule  valeur,  pour  un  même  système  de  valeurs 
de  x^j,  a  ;  car,  sans  cela,  il  serait  possible  qu'on  dût  prendre 
deux  des  formes  différentes  de  cette  fonction  dans  les  équa- 
tions des  deux  courbes  voisines.  Dans  ce  cas,  on  ne  pourrait 
supprimer  F(^,;f,  a)  dans  la  seconde,  et  les  valeurs  li- 
mites de  X,  j  seraient  celles  qui  rendraient  égales  les  deux 
valeurs  de  cette  fonction. 

La  propriété  remarquable  qu'a  celte  courbe  d'être  tan- 
gente à  toutes  les  positions  successives  de  la  courbe  va- 
riable, et  que  nous  avons  démontrée  géométriquement,  peut 
être  établie  comme  il  suit  par  le  calcul. 
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Eli  effet,  si  de  l'équation  ---  ^=  o  un  tire  a  =:  '-^  (x,  j  ) , 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  F  f:c,_)',  (^f)  =  o,  un 
aura,  pour  l'équation  du  lieu  cherché, 

(0  Ï[^,J,  .{,r,j)]=.o. 

Soit  l'équation  d'une  quelconque  des  courbes  variables 

(^)  F(,r,J,«)  =  0. 

Ces  deux  courbes  (i)  et  (2)  ont  généralement  des  points 
communs,  d'après  la  génération  de  la  première;  or  il  est 
facile  de  démontrer  qu'en  ces  points  la  valeur  de  -j-  est  la 
même  d'après  les  deux  équations. 

En  eiJet,  l'équation  (i)  diilérentiée  donne 

Mais  — -  ne  diffère  de  —  qu'en  ce  que  ^  {■:t:j  y)  y  remplace 
a,  et  9  (^,j)  est  précisément  la  valeur  de  a  qui  rend  nul 


d^  ~^  dx  "3^  ~ '^' 

Maintenant  l'équation  (a)  différentiée  donne 

d^       dF  4r_ 
d.r         dj   d.v 

équation  qui  ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  a  y 
remplace  cf  (^,^)-  Mais  pour  le  point  commun  aux  deux 
courbes,   ou  a  a  ^:=  y  (:c,^'},  puisque  cette  équation  n'est 
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autre  que -7-  ^=  o  :  donc,  en  ce  point,  la  valeur  de  —  est  la 

même  pour  les  deux  courbes  ;  donc  enfin  la  courbe  variable 
est  constamment  tangente  à  la  courbe  fixe  qui  est  le  lieu 
de  ses  intersections  successives,  et  c'est  pour  cela  qu'on  a 
donné  à  cette  dernière  le  nom  de  courbe  enveloppe. 

Néanmoins  il  ne  faut  pas  croire  que  la  courbe  enveloppe 
soit  nécessairement  tangente  à  toutes  les  courbes  variables  ; 
cela  n'a  lieu  que  pour  celles  qui  sont  coupées  par  les  cour- 
bes infiniment  voisines,  et  les  raisonnements  précédents  ne 
s'appliquent  qu'à  celles-là.  Or  il  peut  arriver  que  ce  ne  soit 
qu'entre  certaines  limites  de  la  constante  que  cette  inter- 
section ait  lieu.  Il  est  donc  plus  exact  de  définir  la  courbe 
enveloppe  par  la  propriété  d'être  le  lieu  des  intersections 
successives  des  courbes  variables  que  par  celle  d  être  tan- 
gente à  ces  courbes  dans  toutes  leurs  positions. 

267.  Si  l'on  prend  pour  la  ligne  variable  la  normale  à 
une  courbe  donnée,  l'enveloppe  sera  le  lieu  des  centres  de 
courbure,  puisqu'on  a  démontré  qu'ils  sont  les  limites  des 
rencontres  des  normales  infiniment  voisines.  En  appliquant 
à  cette  question  la  tbéorie  qui  vient  d'être  exposée,  il  est 
facile  de  voir  que  le  calcul  conduit  à  la  développée.  En  effet, 
l'équation  d'une  normale  quelconque  est 


y'  est  une  fonction  connue  de  x',  et  x'  remplace  ici  la  con- 
stante a.  Différenliant  cette  équation  par  rapport  à  :c',  il 
vient 
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3jS 
d'oi 


^S) 


Ces  valeurs  du  x  et  j^  sont  précisément  celles  de  «  et  S  du 
11*"  262.  Pour  obtenir  l'équation  de  la  courbe  enveloppe,  il 
faudrait  éliminer  x'  entre  ces  deux  équations,  après  avoir 
préalablement  remplacé  j  '  en  fonction  de  x'  :  ce  qui  revient 
à  éliminer  ^,  y'  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la 
courbe  donnée.  Ce  calcul  n'est  autre  que  celui  qui  est  in- 
diquée n"  262  pour  obtenir  l'équation  de  la  développée. 

Applications  des  théories  précédentes. 
268.  Parahole.  —  Soit  x'  ^^-  a^j-;  on  en  tire 

lp        dx       p        dsi^       p 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  sera 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront  données  par 
les  équations 
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Éliminant  œ  ety  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  pa- 
rabole, on  trouve,  pour  éijuation  de  la  développée, 

§  —  p  =  ^p~^~'. 

Cette  courbe  a  un  rebrous  sèment  du  premier  genre  au  point 
po„rle,j„cU  =  o. 

Ellipse.  —  L'équation  n^j^-i-  I>^.t^  ^  a^h^  donne 

dy  b'x        d'y  b' 

dsc  a'y       d.v^  g}  y^ 

"- 7?l- 

Or,  en  désignant  toujours  par  N  la  longueur  do  la  nor- 
male, on  a 


1^^ 


a?W        H= 


p  désignant  le  demi-paramètre. 

On  trouverait  la  même  formule  pour  l'hyperbole  et  la 
parabole.  Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront 
données  par  les  équations 

Si,  au  moyen  de  l'équation  de  l'ellipse,  on  élimine  x  de 
la  première  et  y  de  la  seconde,   on   trouve,  en  posant 
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et,  substituant  dans  l  équation  de  l'ellipse,  on  a,  pour  l'c- 
quation  de  la  développée, 

l'équation  de  la  développée  do  l'hyperbole  serait 


Elle  se  déduirait  de  celle  de  l'ellipse  en  y  changeant  J'  en 
—  bK 

Cycloïde.  —  L'équation  diiFérentielle  de  la  cycloïde  est 

^-i/âï^,  d'où  ^--5, 

et,  par  suite, 

R  =  3;/2Ty^=  2N, 

j\  désignant  la  normale;  d'où  l'on  conclurait,  comme  pré- 
cédemment, que  la  développée  d'une  cycloïde  se  compose 
de  deux  demi-cjcloïdes  identiques  à  la  première. 

On  peut  déterminer  l'aire  de  la  cycloïde  en  la  considé- 
rant comme  la  somme  des  parties  comprises  entre  les  rayons 
de  courbure  consécutifs. 

Soient  QH,  PK  [fig-  62)  deux  rayons  infiniment  voi- 
sins, S  leur  point  de  concours,  et  PR  parallèle  à  AA';  le 

rapport  des  triangles  semblables  SLF,  SRP  est  ^^,  dont  la 

limite  est  ~-^  de  plus,  QRP  est  infiniment  petit  par  rapport 
à  ces  triangles,  ainsi  que  l'aire  HSK.  Donc  la  limite  de  la 
somme  des  aires  LFPR,  depuis  A'  jusqu'à  A,  est  Faire  com- 
prise entre  la  cycloïde  AEA'  et  sa  base;  et  la  limite  de  la 
somme  des  triangles  SLF  est  l'aire  comprise  entre  AA'  et 
les  arcs  AB,  A'ii  ;  cette  aire  ajoutée  à  la  première  forme  le 
rectangle  construit  sur  AA'  et  aa.  D'ailleurs  le  rapport  de 
LFPR  à  SLF  a  pour  limite  3,  puisque  le  rapport  de  SPIi 
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à  SFL  a  pour  limite  4-  Donc  l'aire  de  la  cycloïde  ÂEA'  est 
les  trois  quarts  du  rectangle  qui  a  pour  base  27r«  et  pour 
hauteur  a«,  et  dont  l'aire  est,  par  conséquent,  4'^a^. 

L'aire  de  la  cycloïde  est  donc  3Tt«',  ou  trois  fois  celle  du 
cercle  générateur. 

Spirale  logarithmique.  —  Son  équation  ï' =^  «e""  donne, 
1  l'a  vu  ci-dessus, 


On  trouvera,  pour  le  rayon  de  courbure, 

R  =  ae-""  \j\  +  ni' ,     ou     R  =--  MO. 
Le  centre  de  courbure  est  donc  à  la  rencontre  de  la  nor- 
male avec  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  au  rayon 
vecteur. 

Si  1  on  pose 

0AX=5',     OA  —  r', 

l'équation  polaire  de  la  développée  sera,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 

,-.  =  „.„,"(•-:). 

On  peut  lui  donner  la  mémo  forme  qu'à  la  proposée,  en 
comptant  les  angles  à  partir  d'une  droite  faisant  avec  AX 
un  angle  ce  tel  que  l'on  ait 

l'équation  précédente  devient  alors 


La  développée  d'une  spirale  logarithmique  est  donc  une 
spirale  identique,  et  qui  coïnciderait  avec  elle,  si  on  la  fai- 
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Im 


La  différence  des  deux  rayons  de  courbure  MO,  M'O' 
étant  égale  à  l'arc  00'  de  la  développée,  il  s'ensuit  que  si 
le  point  M'  tend  indéfiniment  vers  le  pôle,  ainsi  que  O', 
l'arc  00'  se  rapprochera  indéfiniment  d'être  égal  à  MO. 

Ainsi  la  longueur  totale  de  l'arc  d'une  spirale  logarith- 
mique compris  entre  un  point  quelconque  O  et  le  pôle 
asymptote  est  égale  à  la  tangente  OM  terminée  à  la  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  AO,  menée  par  le  pôle. 
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CHAPITRE  XV. 


TANGENTES  ET  PLANS  NORMAUX  AUX  COUHBES  A  DOUBLE 

COURBURE,  PLANS  TANGENTS  ET  NORMALES 

•  AUX  SURFACES  COURBES. 


269.  Une  courbe  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans 
un  luÈme  plan  est  dite  à  double  courbure.  La  tangente  en 
un  quelconque  de  ses  points  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  une  sécante  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  autre 
appartenant  aussi  à  la  courbe,  et  qui  se  rapproche  indéfini- 
ment du  premier. 

On  appelle  longueur  d'un  arc  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  périmètre  d'un  polygone  inscrit,  lorsque  ses  côtés  ten- 
dent tous  vers  zéro.  Cette  limite  est  indépendante  du  mode 
de  division  de  l'arc,  parce  que  les  rapports  des  éléments 
correspondants  de  ces  polygones,  compris  entre  des  plans 
parallèles  infiniment  voisins,  ont  pour  limite  l'unité. 

On  pourra  donc  encore  prendre  la  corde  ou  la  tangente 
au  lieu  de  l'arc  infiniment  petit,  et  la  différentielle  ds  de 
l'arc  d'une  courbe  à  double  courbure  aura  pour  expression 

ds  =  sjdx'  +  dy''  -1-  dz^ , 
les  axes  de  coordonnées  étaut  supposés  rectangulaîres. 

Une  sécante  passant  par  les  points  de  la  courbe  ayant 
pour  coordonnées 

a:,  j,  z,     et     ,r  -f-  A.r,     j  +  Aj,     z  j-  As 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
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en  regardant  A^  comme  égal  à  sa  corde,  ee  qui  ne  change 
pas  les  limites.  Leurs  signes  apprennent  si  la  droite  dirigée 
du  premier  point  vers  le  second  fait  avec  les  axes  des  angles 
aigus  ou  obtus. 

-r      T     .        ,  -  (If    dr    dz  , 

Les  limites  de  ces  expressions,  ou  -—i  ^i  — i  sont  Icsco- 
'^  ds     ds     ils 

sinus  des  angles  que  fait  la  tangente  avec  les  axes 

270.  Les  équations  de  la  sceante  passant  par  le  point 
x',  y',  z'  de  la  courbe  et  un  autre  point  infiniment  voisin 
sont 

Az'  étant  l'accroissement  arbitraire  donné  à  a',  et  Aj;',  Aj' 
les  accroissements  correspondants  des  coordonnées  de  la 
courbe.  Donc  les  équations  de  la  tangente  seront,  en  pre- 
nant ces  rapports  différentiels  à  leurs  limites, 

dz'  étant  un  accroissement  arbitraire  donné  à  jr,  et  c/x',  dj' 
les  différentielles  des  fonctions  x',  y'  de  s'. 

Si  la  courbe  est  déterminée  par  les  équations  de  ses  pro- 
jections sur  les  plans  XZ,  YZ,  on  tirera  -rr  et  ~  de  cba- 
*  >:  '        '  dz'        dz' 

cun.e  d'elles. 

Si  elle  est  donnée  par  deux  équations  à  trois  variables 


F(.r,j,ï)^-o,     /(.r,j. 

=}  =  o, 

on  en  déduira 

dV  d>^'        dF  d/        dF                 df   d>:' 
d.-c'  dz'       dy'  dz'  "^  dz'  ""  °'     dj^'  dJ 

df  df        df 
■dy'  dz'         dz' 

et  il    faudra  tirer  de  ces    deux  cou 

atious  les  valein 
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ner  de  toute  autre  inauicre  -^i  -ryi  entre  les  quatre  équa- 
tions ;  on  obtient  ainsi,  pour  les  équations  de  la  tangente, 


b'-'- 

-^)*^iy-f) 

+  j-r(.-> 

')  =  ", 

'U- 

-^',.f<.~y 

)-S<-' 

.)=„. 

Nous  verrons  plus  tard  que  ces  équations  ne  sont  autre 
ehose  que  celles  des  plans  tangents  aux  surfaces  représ  entées 
par  les  deux  équations  données,  et  dont  la  courbe  donnée 
est  l'intersection, 

271.  On  appelle  p/<ï7j  «o/vji«/ celui  qui  est  perpendicu- 
laire à  la  tangente,  au  point  de  contact.  Son  équation  sera, 
d'après  celles  que  nous  avons  données  d'abord  pour  la  tan- 

[:r.  —  x)  (U'-V-  [y  —j')  df  H-  [z  —  :']  d-J  -^  o. 

On  pourrait  parvenir  à  cette  même  équation  en  clierclians 

le  lieu  des  droites  menées  par  le  point  x', y,  s',  perpendi- 
culairement à  la  tangente.  Soient,  eneiïet,  x^y^z  les  coor- 
données d'im  point  quelconque  d'une  de  ces  droites,  les 
cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  sont  proportion- 
nels aux  quantités  .r —  ^',7  — y\^  —  a';  ceux  qui  se  rap- 
portent à  la  tangente  sont  proportionnels  à  dx',  dj',  dz'\ 
or,  pour  que  ces  deux  directions  soient  perpendiculaires,  îl 
faut  que  le  cosinus  de  leur  angle  soit  ntil  ;  d'où  résulte,  pour 
tous  les  points  du  lieu, 

[^^x-)d.r'-\-{y~y)dyA-[z--j)d'J=..o. 

Calcul  inf.  L>.  —  i.  ^5 
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272.  On  peut  encore  obtenir  l'équation  du  plan  normal 
en  le  considérant  comme  la  limite  du  plan  cjiii  l'Cnferme  les 
points  communs  à  deux  splières  égales  ayant  leurs  centres 
en  deux  points  de  la  courbe,  infiniment  voisins. 

Soient  x\  y'-,  s'  les  coordonnées  du  premier  point, 
x'-+-Ax',  y' -\-^j',  z' +  As'  celles  du  second,  et  Rio 
rayon  des  sphères  ;  l'équation  de  la  première  est 

celle  de  la  seconde  est 

(^_.r'_i,^'}'4-(^_y_iy)>-H(î-3'-As'}=  =  R'. 

Elles  ont  lieu  en  même  temps  pour  les  points  communs,  el 
si  on  les  soustrait  l'une  de  l'autre,  on  trouve,  en  négligeant 
les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  substituant  les  dif- 
lërentielles  aux  différences, 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  est  celle  du  plan  qui 
contient  le  cercle  d 'intersection  des  sphères,  pris  à  sa  li- 
mite, ou  du  plan  normal. 

Toute  ligne  située  dans  le  plan  normal  est  dite  normale 
;'t  la  courbe. 

Tout  plan  passant  par  la  tangente  est  nommé  plan  tan- 
gent à  la  courbe. 


Plans  tangents,  plans  normaux  et  normales  aux  surfaces 
courbes. 

273.  Plan  tangent.  —  Une  tangente  à  une  surface  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  une  sécante  menée  par  un  point 
de  cette  surface,  lorsqu'un  second  point  d'intersection  tend 
vers  le  premier. 
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Ce  second  point  pouvant  tendre  d'une  infinité  de  ma- 
nières vers  le  premier,  il  y  a  une  infinité  de  tangentes  à  la 
surface  en  ce  point,  et  elles  ne  sont  autre  chose  ijue  les 
tangentes  aux  courbes  que  le  second  point  a  suivies  sur  la 
surface,  en  se  rapprochant  du  premier.  Nous  allons  démon- 
trer que  le  lieu  de  toutes  ces  tangentes  est  un  plan,  et  nous 
lui  donnerons  le  nom  do  plan  tangent. 

Pour  déterminer,  en  général,  le  lieu  de  ces  tangentes, 
soit 

F{,r,^,z)^0,      ou      z=f{.r,j) 

l'équation  de  la  surface. 

Les  équations  d'une  tangente  quelconque  au  point  x',  j'', 
z'  seront,  comme  nous  l'avons  vu, 


elles  par  l'équation 

dans  laquelle  p  Qt  q  représentent  les  dérivées  partielles 
/-— ;j,  l—yj)  tirées  de  l'équation  z:^f{x^y').  En  effet, 
cette  dernière  donne 

^z'  ^ P^.-n'  -■-  qày'  A-  a, 

M  étant  indéfiniment  petit  par  rapport  à  A:c',  ^y\  As  ;  et 
l'on  en  tire,  en  divisant  par  As',  et  passant  aux  limites,  en 
regardant  x\y  commodes  fonctions  des, 

'^Pd^^'id7       ""      d^^pdr.^qdj, 

d'où  l'on  voit  que  si,  au  lieu  de  regarder  dz'  comme  arbi- 
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traire  et  dx\  dj'  coinme  des  différentielles  déterminées  par 
les  équations  de  la  courbe,  ou  considérait  dx',  dy'  comme 
des  accroissements  arbitraires,  dz'  serait  la  (îiirércntielle  du 
2' de  la  surface. 

t..  1,       ,1.    .      d.^'    dy'  ,  ...  ,   , 

SI  l  on  élimine  -r-j  1  --r-y  entre  les  trois  équations  précé- 
dentes, on  aura  l'équation  du  lieu  de  toutes  les  tangentes. 
On  trouve  ainsi 

et 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  par  rapport  à  x^  je, 
z,  il  s'ensuit  que  le  lieu  des  tangentes  est  un  plan. 

L'équatiou  du  plan  tangent  prend  une  autre  forme  quand 
l'équation  de  la  surface  est  de  la  forme 

F(«,.r,^)  =  o, 

et  non  résolue  par  rapport  à  z. 

On  déterminera  "r—,  et  -r~,  par  les  écTuatious 
dx'        dy'  ^  ' 

rfF        JF  rfz^  _  ^        (l¥_cy__ 

ds:         dz'  d.T.'  '      dy'        dz'  dy'  ' 

et  l'équation  du  plan  tangent  sera 

,  dV        ,  „^F        ,  ,^d¥ 

274.  Normale.  —  La  normale  est  la  perpendiculaire  ai: 
plan  tangent,  menée  au  point  de  contact;  ses  équations  se- 
ront donc 
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P/dw  normal.  —  Si,  au  point  de  contact  d'uue  tangente 
à  une  surface,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
ligne,  on  aura  un  plan  normal  k  la  surface.  On  trouvera 
son  équation,  soit  en  partant  des  équations  d'une  tangente, 
soit  par  l'intersection  de  deux  sphères  égales  dont  les  cen- 
tres se  rapprochent  indéfinioient.  De  cette  manière  on  aura, 
pour  l'équation   d'un  plan  nonnal  quelconque  au  point 

[^  —  .7:')  ,!.r'  ^-.  [j  —  f)  -If  +  (s  —  ï' }  rfs'  =  O. 

Elle  est  indéterminée,  parce  que  les  (lifféi'eiitielles  dx',  dj', 
dz'  ne  sont  assujetties  qu'à  la  condition 

ih'  ilz' 

dz  z^pch:  +çrfy=  — (fe'-i--^  dj'; 

et  si  l'on  suliitilue  cette  valeur  de  dz' ^  on  obtient 

._,,.[,.^,.^-,_.,].„. 

Cette  équation  changera  avec  le  rapport  que  l'on  établira 
entre  dx\  dy\  et  représentera  tous  les  plans  normaux  au 
jioint  donné. 

De  cette  équation  au  plan  normal  on  peut  déduire  celle 
de  la  normale,  et  par  suite  du  plan  tangent.  En  effet,  on 
voit  qu'elle  est  satisfaite,  quel  que  soit  le  rapport  de  dy'  à 
dx\  si  l'on  pose  les  deux  équations 
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Donc  tous  les  plans  normaux  se  coupent  suivant  une  même 
droite,  représentée  par  ces  deux  éqnations.  Cette  droite 
étant  perpendiculaire  à  toutes  les  tangentes,  ces  dei 
sont  toutes  dans  un  même  plan,  ayant  pour  écpiatiort 


On  trouve  ainsi,  indépendamment  de  la  première  métliode, 
les  éqnations  du  plan  tangent  et  de  la  normale. 

Sur  la  distance  des  droites  successives  d'un  système 
continu. 


275.  Si  l'on  considère  une  série  de  droites  dont  les  écj^ua- 
tions  générales  dépendent  d'une  constante  dont  la  valeur 
puisse  varier  arbitrairement  et  d'une  manière  continue,  la 
plus  courte  distance  de  deux  de  ces  droites,  correspondant 
à  des  diâérences  infiniment  petites  entre  les  constantes, 
peut  être  du  même  ordre  que  ces  différences,  ou  d'un  ordre 
différent. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  ici  est  de  déterminer 
avec  plus  de  précision  <ju'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici  l'ordre  in- 
finitésimal de  cette  distance,  et  c'est  ce  que  nous  ferons  au 
moyen  d'une  remarque  curieuse  due  à  M.  Bouquet.  Elle 
consiste  en  ce  que,  si  dans  une  série  continue  quelconque 
de  droites  la  distance  de  deux  consécutifes  est  générale- 
ment d'un  ordre  .supérieur  au  premier,  elle  est  au  moins 
du  troisième. 

Soient,  en  effet, 

.1^  7=  az  +  a,     y  ^  hz  -h  f> 
les  équations  d'une  droite  quelconque  de  la  série  a,  &,  a,  ê 
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dépendant  d'une  certaine  constante  nnique;  Aiï,  A&,  Aa, 
iê  les  accroissements  des  constantes,  en  passant  à  une 
droite  infiniment  voisine,  faisant  partie  de  la  même  série; 
la  plus  courte  distance  â  de  ces  deux  droites  sera,  d'après 
une  formule  élémentaire 


v'a«'  -f-  àb'  +  (rtiè  —  f/A 


Aa  =  da  +  -d''a  -i- ; 
Ai  =  M  -^l  d'h  -{-■ 


as  =  di  -h  -  (PS  H-  ^  d'-è  -\-  . 
il  en  résulte 

û«ilg  —  A«Ak  --  [dudZ  —  dhda) 
-{-\{dad-'&+dZd-'a  —  dbâ^a  —  dad^h]  -I- 

Or,  si  le  premier  tei-me  dadê  —  dbdc  n'est  pas  nul,  ledé- 
nominateiu  de  S  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
et  son  numérateur  du  second,  §  sera  du  premier  ordre.  Si, 
au  contraire,  on  a  constamment 


le  numérateur  devient  d'un  ordre  plus  élevé  de  deux  unités, 
parce  que  l'ensemble  des  termes  du  troisième  ordre  n'est 
autrechosequelamoitiédeladîiférentielledeiZarfê  —  dhdce, 
et  cette  dernière  quantité  étant  constamment  nulle,  sa  dif- 
férentielle l'est  aussi. 

Q'où  résulte  cette  conséquence  remarquable  que,  si  la 
distance  de  deux  droites  consécutives^  prises  dans  une  série 
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^elconque,    est  généralement  d'un    ordre  infinitésimal 
supérieur  au  premier,  elle  est  au  moins  du  troisième. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  soumis, 
«>m.mc  presque  tous  les  autres,  à  des  exceptions  très-partî- 
calières  ;  il  est  fondé  sur  des  développements  généralement 
possibles,  mais  qui,  pour  certains  points  singuliers,  pour- 
raient devenir  illusoires. 


276.  Les  éqi 


.application  aux  tangentes  à  une  courbe. 

(S  équations  d'une  taiigenle  quelconque  sont 

_     , ^,    ^   ,.  '_^f    _   '1 

^     ^  —  ^j,  t.2     '■h  y    j  —  ^^  [^     ^  )■ 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

—  — '        h  —  '^  -^3;'_s'^       s—    '_  -''i?l'. 

ch'  dz'  dz'  dû' 

Nous  prendrons  s'  pour  la  constante  qui  détermine  la  posi- 
tion de  la  droite,  et  dont  x' ^y'  sont  des  fonctions  d'après 
les  équations  de  la  courte. 
Cela  pose,  on  aura 


dadf,  —  dbd!,.-^o. 

Donc,  en  général,  dans  toute  courbe  à  double  cour- 
hure,  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes  iiifmiment 
voisines  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  si  la 
distance  des  deux  points  de  contact  est  du  premier. 
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Application  aux  normales  à  une  surface. 
277.  Les  équations  géinîrali^s  d'une  «lorinalu  sont 

.%-~.x'=—p{z  —  z'),      y—f=.  —  q[z  —  z'), 

petç  désignant  les  dérivées  partielles  —)  -^- 

Si  maintenant  on  conçoit  une  courbe  quelconque  sur  la 
surface,  en  établissant  entre  a?',  y',  ^'une  seconde  équation 
au  moyen  de  laquelle  ces  trois  coordonnées  dépendront 
d'une  seule  d'entre  elles,  ou  de  toute  autre  variable  indé- 
pendante, ou  peut  se  proposer  de  déterminer  cette  courte 
de  manière  que  la  plus  courte  distance  des  deux  nor- 
males, correspondant  à  des  valeurs  infiniment  voisines  de 
la  constante,  c'est-à-dire  à  deux  points  infiniment  voisins 
de  la  courbe,  soit  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  la 
dislance  des  deux  points  étant  du  premier. 
Dans  le  cas  actuel,  on  aura 

a  —  —  /,,      h=.~  ,/,     ^  =  .r'  -v-pz,     ?,^.f  +  qz\ 

et  l'équation  dadê  —  df'da  devient 

[dj  H-  qd^')dpj  =^  (<ir'  H-  pdz')dq. 

En  remplaçant  dz'  par  sa  valeur  pdx'  ■+■  cidj\  et  formant 
les  différentielles  dp^    d<j  d'après  les  dérivées  partielles 


-rr-^  -,-,  ,  ,■'  j-7^'  que  nous  désignerons  par  r,  j,  î,  cette 
équation  devient 

[sf-pqt^s)(^^ 

+  [.(i  +  q^)  -  .(i  +  p'}]  '-J^  -^pqr-.{l  +  /,=  )  =.  O. 

Cette  équation,  jointe  à  celle  de  la  surlace,  détcnniue  les 
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courbes  jouissant  de  la  propriété  demandée,  et  que  l'on 
ncmme  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Nous  reviendrons 
sur  ce  point  quand  nous  aurons  étudie  les  équations  diffé- 
rentielles. Nous  nous  bornerons  à  remarquer  que  l'cquation 

donnant  deux  valeurs  pour-j—,!  il  y  a  en  chaque  point  delà 

surface  deux  directions  jouissant  de  la  propriété  en  ques- 
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CHAPITRE  XYI. 

PLAN  OSCULATEUR  D'UNE  COURBE.  CERCLE  OSCULAÏEUR. 
ANGLE  DE  CONTINGENCE.  ANGLE  DE  TORSION.  SURFACE 
POLAIRE.  CENTRE  DE  LA  SPHÈRE  OSCULATRICE.  CONTACTS 
DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE.  DÉVELOPPÉES  DE  CES 
COURBES.  CONTACTS  DES  SURFACES. 


278.  Plan  oscillateur.  —  Oii  appelle  ainsi  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  plan  qui  passe  par  trois  points  d'une 
courbe,  qui  tendent  indéfiniment  à  se  réduire  à  un  seul. 
Soient  x' f  y',  z'  les  eoordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe,  ^'-J-  Ax',  j'  -\-  ^j'-,  z'  ■+-  As'  celles  d'un  point 
infiniment  voisin,  et  x'-\~  2  Ax'4- A^^,j)'-'-H247'+  A^^', 
z'-^  2  Az'+  A'z'  celles  d'un  troisième  point  de  la  courbe; 
les  différentielles  étant  déterminées  d'après  les  aeeroisse- 
ments  égaux  d'une  variable  quelconque,  dont  x'^  j' ,  z'  sont 
des  fonctions  déterminées. 

Tout  plan  qui  passe  par  le  premier  point  a  pour  équa- 
tion 

pour  qu'il  passe  par  les  deux  autres,  on  aura  les  conditions 

et  pour  le  plan  limite  ces  équations  auront  lieu  entre  les 
différentielles 
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Les  valeurs  de  a  et  ê  tirées  de  ces  deux  équations,  ei 
reportées  dans  celle  du  plan,  donnent  l'équation  du  plan 
oscillateur,  qui  est 

(,^  -  .c')  {dyd^-i'  -  dz'd'f)  +  {/  -  j'  ){dz'd'.^'  ~  d.^'d'^') 

-H  (s  —  z'){d.r'd'y  —  dj'dKT')  :^  o. 

279.   Si  l'on  cherchait  la  limite  des  plans  passant  par  la 

tangente  en  un  point  d'une  courbe,  et  par  un  autre  de  ses 
points  tendant  vers  le  premier,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
retrouverait  le  plan  osculatcur. 

En  eifet,  les  équations  de  la  tangente  sojit 

'-• '  =  Ê^(--'i-  ^-^■'  =  £(-'''' 

et  le  plan  dont  l'équation  est 

contiendra  cette  tangente,  si  l'on  a 

t  =  a~+b'^,      ou     d^'^adv--\-i>dy, 
ou,  prenant  (  pour  variable  indépendante, 

dt  cit  ~^      de 

Pour  que  ce  m6mc  plan  passe  par  un  point  ayant  pour  coor- 
données jc'+  Ax',  j'-i-  Aj'-',  s'-i-  As',  il  faudra  que  l'on 
aJL 

àz'  =z-.  iiA.x'+  bAdf'. 

Mais  on  pourra,  dans  celte  équation,  négliger  les  termes 
du  second  ordre,  parce  que  tous  ceux  du  premier  disparais- 
sent, en  vertu  de  l'équation  précédente. 

En  eifet,  si  l'on  développe  les  différences,  et  qu'on  se 
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borne  au  second  ordre,  on  aura 


dt  de'      ■?. 


Substituant  dans  l'équation  ci-dessus,  les  termes  qui 

renferinenl  At  au  premier  degré  disparaissent,  et  il  reste, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  iroisième  ordre,  et 

,.    .  Ai' 

divisant  par  — ) 

rf'/  i-/=x'         ,  d'y'  ,,  ,  ,„    ,        ,   „    , 

_ —  :=  a  ■ +  b  — ^5      ou      d'z   =  a<P.T'  H-  bd'r  . 

di'  dt'  df 

Les  coefficients  a  et  6  sont  donc  déterminés  par  les  mêmes 
équations  que  précédemment,  et  l'on  trouve  l'équation  du 
plan  oscillateur. 

On  trouverait  encore  le  même  plan  en  chercliant  la  limite 
de  celui  qui  passerait  par  une  tangente  et  une  parallèle  à  ];i 
tangente  inflniment  voisine. 

280.  jingle  do  contingence.  —  On  apjielle  ainsi  l'angk; 
de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  ou,  pour  parler  ri- 
goureusement, une  quantité  dont  le  rapport  à  l'accroisse- 
ment de  la  variable  indépendante  soit  égal  à  la  limite  du 
rapport  de  l'angle  des  tangentes  à  ce  même  accroissement. 
Ces  tangentes  n'étant  pas  dans  un  môme  plan,  leur  angle 
est  celui  de  deux  droites  qui  passeraient  par  un  même 
point  et  leur  seraient  parallèles.  Soient  a,  &,  c  les  cosinus 
des  angles  formés  avec  les  axes  par  la  première  tangente, 
et  a  '+-  Art,   b  -i-  AZJ,  c  4-  Ac  ceux  qui  se  rapportent  à  la 
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seconde  ;  le  cosinus  du  l'angle  w  de  ces  deux  directions  si 

=  1  +  aàa-i-  bLb-^càc. 

De  l'équation 

on  tire 

nalia  -1-  2&Aè-!-  3cic-i-  ts.a'-+-  ûfc'H-  At'  =  o; 

.6)        àa'-+-  iè=H-  ic' 


Si  l'on  remplace  sinw  par  w,  et  les  différences  par  les 
différentielles,  co  sera  ce  que  nous  avons  appelé  l'angle  de 
contingence,  et  l'on  aura 


o>'  =:  da''  -\-  db"  -\-  dc\     ou     w  =  \Jda'  4-  db^  +  de' . 

On  pourrait  encore  établir  cette  formule  par  des  considé- 
rations géométriques. 

Menant  MB  [fig-  fia)  parallèle  à  la  seconde  tangente, 
et  prenant  MA  ;=  MB  =  i ,  on  a 


Projetant  le  triangle  rectiligne  MAB  sur  les  trois  axes,  et 
appelant  A,  fi,  u  les  angles  de  la  direction  AB  avec  les  direc- 
tions positives  de  ces  axes,  on  pourra  écrire 

da^aicosli,      (/5:^uC0S[i,      rfc  :^  w  COSv, 
w  =  \jda'+  db'+dc'',     COs\  ^^ 


^da^  -V-  db'^- 


\lda''  H-  db'  -h  dd'  sjda^  -t-  dW  -+-  d<? 

Cela  fait  connaître  l'angle  de  contingence  et  les  cosinus 
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des  angles  de  la  direction  prise  du  point  M  vers  le  centre 
de  courbure. 
Or  on.  a 


d'où  l'on  tire 

dsd 

\-c-  d.vd'.- 
ds' 
_dsd- 

%     db  = 

•z—dzd'- 
ds' 

dsdy  - 
di' 

drd's 

substituant  ces  va 

ileurs  dans 

celle  de  ■ 

M,  etobs 

ervant 

d/'  =  dx' 

■^dr-\- 

d!,\ 

àsd-" 

s  =  dxd'.7: 

-i-djd'y  -hdzd' 

on  obtiendra 

j  ^  —  tjd'j:'  -^  d''y''-{-'  d'&^—  d^s- 

On  peut  faire  disparaître  d's  de  cette  expression,  en  tirant 
sa  valeur  de  l'équation  précédente  ;  on  trouve  ainsi,  toute 
réduction  faite, 

u  =  ^  t/l^djd^s  —  Usdyy-i-{d!d'x—dxil'sy-i-{dx-d'j-  —  dj-d'j:y. 

281 .  Si,  au  lieu  de  chercher  l'angle  de  deux  tangentes 
en  des  points  M,  M'  infiniment  voisins  {_fîg.  gS),  on  cher- 
chait l'angle  de  la  corde  MM'  avec  la  corde  M'M",  en  sup- 
posant les  deux  points  A'M"  correspondant  aux  accroisse- 
ments égaux  d'une  variable  quelconque  (,  on  trouverait  la 
même  expression  pour  l'angle  TM' M".  En  effet,  les  cosinus 

des  angles  de  Mï  avec  les  axes  sont  les  rapports  —rrjf 
iïÏM''  MÎH''  '^^  diifcrent  de  quantités  infiniment  petites  do 
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en  t-h  dt  donnera  donc  les  mêmes  accroissements  dans  les 
uns  et  les  autres,  en  négligeant  les  quantités  d'un  ordre  su- 
périeur à  celui  des  accroissements.  H  est  donc  inutile  de 
recommencer  ici  les  calculs  précédents;  et  la  valeur  de 
TM'M"  aura  la  même  expression  que  celle  de  l'angle  de 
contiugence  (o. 

282.  Cercle  osculateur.  —  Dans  les  courbes  à  double 
courbure,  comme  dans  les  courbes  planes,  nous  appellerons 
cercle  osculateur  la  limite  du  cercle  qui  passe  par  trois 
points  infiniment  voisins;  ce  cercle  limite  se  trouvera  évi- 
demment dans  le  plan  oscidaieur. 

Soient  M  {Jîg-  94)  mi  point  quelconque  de  la  courbe; 
M',  M"  des  points  qui  s'en  approchent  indciinimcut;  O  le 
point  de  rencontre  des  perpendiculaires  menées  par  M,  M' 
à  ces  deux  cordes,  dans  le  plan  qui  les  contient  :  M'O  sera 
le  diamètre  du  cercle  passant  par  M,  M',  M".  L'angle  O  a 
pour  mesure  l'arc  de  cercle  MM'M"  divisé  par  le  diamètre 
M'O.  Or  on  peut  substituer  à  cet  arc  celui  de  la  courbe,  ou 
a  As  -h  A^s. 

On  aura  donc  M'O  ^  ^  en  négligeant  A^v. 

Mais  l'angle  O  est  égal  à  TM'M",  qui  peut  être  remplacé 
par  l'angle  de  contingence  w  relatif  à  l'arc  ^s.  On  aura 
ainsi,  en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  osculateur, 

11=:-^;  d'où,  en  remettant  pour  w  l'une  ou  l'autre  des 

deux  expressions  données  précédemment,  on  tire  les  for- 
mules rigoureusement  exactes 
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283.  Angle  de  torsion.  —  On  appelle  ainsi  l'angle  de 

deux  plans  osculateurs  consécutifs,  ou,  pour  parler  pins 
exactement,  la  différentielle  correspondante. 

Soient  «,  S,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  nor- 
male à  un  plan  osculateur;  on  aura,  d'après  l'équation  de 
ce  plan,  œ,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  de  la 
convbe, 


D  =  <ji,dxa'z  —  dzd'j)'-i-{tlzd^j:  —  dsd'zy  +  {dj:d'j-  —  dyd'j:)'. 

La  normale  au  plan  osculateur  infiniment  voisin  fera  avec 
la  précédente  un  angle  égal  à  celui  des  deux  plans  :  si  on 
le  désigne  par  U,  on  aura,  par  un  calcul  semblable  à  celui 
qui  a  donné  l'angle  de  contingence, 


U=-v'('^cos.)=+(rfcosS}=-^[dcos7)^ 

Mais  il  faut  l'obtenir  en  fonction  des  diffcrcJitielles 
Y,  s  ;  pour  cela,  posant 

dyd''z  —  dzd'x  =  X,     dzd'-.x  —  d.r.d^z  =.-.  Y. 
dxd^y  —  dyd'^  —  Z, 
d'où 

dyd^z  —  dzd^j  =  iZX,     dzd'.^  —  d.T.d'z  =  <iY, 

dx.d\j  ~  djd^x  =  d7.. 


,^/(>.'+i 

"-h/. 

')« 

/X'+rfï^ 

^+rfZ')- 

.(XiX  + 

Y<iV-, 

-/- 

:-L\' 

x= 

■-l-Y'-t-Z- 

<IiXd\. 

-  Vn 

+  (Y./Z 

-ZrfYf  M-(ZrfX- 
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Mais  on  a 

Y(fZ  —  Z-^Y  _  Xd-yj  —  yidZ  _  X.dY  —  YdX 

--d.r(d''y-d^z  ^-d'zd'y)  -i-  dx{d'zd^x  —  d'xd'z) 
-I-  dz  (d'a:d}x  —  d'yd'x). 
Donc 

{dyd'i.-~dzd'yf-^{dxd?x-  dxd'z)'-i-(dxd'j-  —  djd'x)- 

II  n'y  a  pas  lieu  de  représenter  cette  seconde  courbure  par 
celle  d'un  cercle  qui  se  présenterait  aussi  naturellement  que 
le  cercle  osculateur  qui  mesure  la  première. 

On  trouverait  la  même  expression,  en  négligeant  une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle-même,  en  con- 
sidérant trois  côtés  consécutifs  d'un  polygone  infinitésimal 
inscrit,  et  cherchant  l'angle  que  le  plan  des  deux  premiers 
fait  avec  le  plan  du  deuxième  et  du  troisième. 

284.  Si  le  rayon  de  la  première  courbure  est  infini  pour 
tous  les  points  d'une  ligne,  tous  les  côtés  du  polygone  infi- 
nitésimal inscrit  dans  cette  ligne  sont  dans  le  prolongement 
les  uns  des  autres,  et,  par  conséquent,  cette  ligne  est  droite. 
La  condition  pour  qu'une  ligne  soît  droite  pourrait  donc 
s'exprimer  par  l'équation  différentielle 

{dxd'z  —  dzd'xY-l-{dzd'j:  —  dxd'z)'+{d.j:d'x  —  d/d^x)'  —  o, 
d'où  l'on  tire  les  trois  équations 

dyd'z  -~  dztPy  =  o,  dzd^x  —  dxd'z  . .-;  o,  dxd'y  —  dyd'-x=:  o 
OU  encore 

d~'-  d~  —  o       d^  —  o- 

dy  '         dz  '         d.v  ' 

d'où  l'on  conclut 
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a  cl  h  étant  des  constantes  arbitraires.  Et  comme  a  et  6  sont 
les  dérivées  de  as  et  Bz,  il  suit  d'une  proposition  démon- 
trée précédemment  que  les  fonctions  x  et  y  ne  peuvent 
être  que  de  la  forme 

a  et  ê  désignant  des  constantes  arbitraires.  On  retombe 
ainsi  sur  les  équations  générales  de  la  ligne  droite. 

Si  la  seconde  courbure  est  nulle,  tous  les  plans  oscula- 
Icurs  se  confondront,  et  la  courbe  sera  plane.  La  condition 
pour  qu'une  courbe  soit  plane  est  donc  exprimée  par  l'équa- 
tion diiFérentielle 

dT{d'ycPz  —  /Pzd^r)  -+-  dy(cVzd'a:  —  d'xdH) 

-h  dz[d-xd'j  —  d'yd'x)  r^  o, 
équation  qui  se  réduit  à 

d'jd'z  —  d'zd^y  =^  u, 

si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante. 

On  vcritle  bien  facilement  que  cette  relation  existe  pour 
tous  les  points  d'une  ligne  située  tout  entière  dans  un  plan. 

285.  Surface  polaire.  —  Si  l'on  conçoit  un  polygone 
infinitésimal  inscrit  dans  une  courbe  à  double  courbure, 
et  qu'on  élève  des  plans  perpendiculaires  au  milieu  de  ses 
côtés  successifs,  la  ligne  d'intersection  de  deux  de  ces  plans 
consécutifs  sera  le  lieu  des  pôles  du  cercle  passant  par  les 
trois  sommets  correspondants  du  polygone  ;  et  sa  limite 
sera  le  lieu  des  pôles  du  cercle  osculateur,  vers  lequel  tend 
le  cercle  variable. 

Il  est  facile  de  reconnaître  d'ailleurs  que  l'on  trouverait 
la  môme  ligne  en  cliercliant  la  limite  de  l'intersection  de 
deux  plans  normaux  consécutifs. 

Si  l'on  agit  de  la  même  manière  en  tous  les  points  de  la 
courbe  doiinécj  on  obtiendra  une  suite  de  lignes  polaires 
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qui  formeront  une  surface  qu'on  nomme  surface  polaii-e. 
Elle  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  centres  des  sphères 
limite  de  celles  qui  ont  trois  points  infiniment  voisins,  com- 
muns avec  la  courbe.  Cette  surface  est  développable  ;  car 
elle  est  la  limite  d'une  surface  qui  se  compose  d'éléments 
plans  indéfinis  compris  entre  les  deux  intersections  succes- 
sives de  trois  plans  consécutifs.  De  plus,  ces  éléments  plans 
ont  pour  limite  de  leurs  directions  celle  des  plans  tangents  : 
donc  tous  les  plans  normaux  à  la  courbe  sont  tangents  à  sa 
surface  polaire,  et  cette  dernière  peut  être  considérée  comme 
la  surface  enveloppe  de  ces  plans. 

286.  Sphère  osculatrice.  —  On  désigne  sous  ce  nom  la 
limite  des  sphères  qui  ont  avec  la  courbe  quatre  points  com- 
mims  qui  se  rapprochent  indéfiniment.  Le  centre  de  la 
sphère  passant  par  quatre  sommets  consécutifs  du  polygone 
inscrit  est  à  la  rencontre  des  deux  droites  suivant  lesquelles 
se  cotipent  les  trois  plans  perpendiculaires  aux  trois  côtés 
consécutifs  du  polygone;  c'est  le  point  commun  à  deux 
droites  polaires  consécutives. 

Les  centres  de  ces  sphères  successives  déterminent  un 
polygone  qui  tend  vers  une  courbe  dont  les  droites  polaires 
sont  les  tangentes  ;  cette  courbe  est  donc  l'enveloppe  des 
polaires.  Elle  est  aussi  l'arête  de  rebroussement  de  la  sur- 
face développable,  lieu  de  ces  polaires,  c'est-à-dire  de  la 
surface  polaire, 

287.  Equation  de  la  surface  polaire.  — ■  Cette  surface 
est  le  lieu  des  intersections  successives  des  plans  normaux, 
ou  encore  des  normales  à  la  courbe  donnée.  Or  l'équation 
d'un  plan  normal  quelconque  est 

Si  l'on  donne  à  la  variable  indépendante  (,  dont  on  regarde 
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x',  y,  s'  comme  des  fonctions  connues,  un  accroissement 
infiniment  petit  ùit^  et  que  l'on  considère  le  plan  normal, 
au  point  voisin  qui  en  résulte,  son  équation  se  composera 
des  mêmes  termes  que  la  précédente,  plus  les  termes  résul- 
tant du  changement  des  quantités  x' ^y'^  z\  dx'^  dj',  dz' . 
Les  premiers  termes  s'annulent  pour  les  points  communs 
aux  deux  plans,  et  il  reste,  en  négligeant  ceux  dn  troisième 
ordre  et  passant  ans  dilférenticlles, 

(2)  {^  -  .^■)d\7:'  ■+-  [y  -y')d'f  -\-  {z  ~  £)d'^  -  ds'-'  r=  o. 
Les  équations  (i)  et  (2)  ont  donc  lieu  entre  les  coordon- 
nées X,  _/,  z  de  tous  les  points  d'une  des  génératrices  de  ia 
surface  polaire. 

Donc  on  aura  l'équation  de  la  surface  polaire,  en  élimi- 
nant x\  j',  s'  entre  les  équations  (1),  (2)  et  celles  de  la 
courbe  donnée. 

288.  Centre  de  la  sphère  osculatrice.  —  Ce  centre  est 
la  liinile  du  point  de  rencontre  de  trois  plans  normaux  con- 
sécutifs, ou  de  deux  droites  suivant  lesquelles  se  coupeîit 
les  deux  premiers  et  les  deux  derniers  de  ces  plans.  L'une 
est  représentée  à  la  limite  par  les  deux  équations  (i),  (2}; 
l'autre  par  ces  équations  augmentées  de  leurs  différentielles. 
Pour  la  limite  du  point  commun  aux  deux  droites,  les  dif- 
férentielles des  équations  (i),  (a)  par  rapport  à  x',  j'',  z', 
dx\...  seront  donc  nulles,  et  il  en  résultera  cette  nou- 
velle équation 

(3)  (.r  —  J^')ri=.r'  -K  (  r  —  y  )d^y  -\-{z~  z-yPz'~  Zds'd's'  =  o. 

Les  équations  (i),  (3),  (3)  donnent  le  centre  delà  splière 
osculatrice  correspondant  au  point  (o:',  j"',  z');  et  l'on 
aura  les  équations  du  lieu  de  ces  centres,  ou  de  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire,  en  éliminant  x',j\  z' 
entre  ces  trois  équations  et  celles  de  la  courbe  donnée;  d'où 
il  résulte  deux  équations  entre  x,  j-,  z. 
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289.  Il  est  facile  de  reconnaitre,  au  moyen  des  équa- 
tions (i),  (2),  que  tout  plan  normal  à  la  courte  est  tan- 
gent à  la  surface  polaire.  En  effet,  considérons  sur  celte 
dernière  un  point  quelconque  infiniment  voisin  de  celui 
qui  a  pour  coordonnées  a:,j^,  s  et  qui  se  trouve  dans  le  plan 
normal  déterminé  par  l'équation  (i).  Soient  considérés  dx, 
dy,  dz  comme  les  différences  de  leurs  coordonnées  :  les 
équations  (i),  (2)  sont  satisfaites  par  les  coordonnées  du 
premier  point;  et  elles  le  seront  par  celles  du  deuxième,  si 
l'on  considère  le  plan  normal  infiniment  voisin  qui  passe 
par  ce  deuxième  point. 

Or,  si  l'on  donne  à  a?,  j^  z,  x\  y',  z'  les  accroissements 
correspondants  dx,  dy,  dz,   dx',  dj',  dz',  dans  l'équa- 
tion (i),  il  restera,  en  vertu  de  l'équation  (2), 
dxds^  -^  dydy'  4-  dzd'i  =  o. 

Mais  la  droite  qui  joint  les  deux  points  pris  sur  la  sur- 
face polaire,  et  finit  par  lui  être  tangente,  fait,  avec  les 
axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  dx, 
djr,  dz  ;  l'équation  précédente  prouve  donc  que  cette  droite 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  au  point 
{x\  y\  z'),  et  que,  par  conséquent,  elle  est  située  dans  le 
plan  normal,  au  m.6nie  point  de  cette  courbe,  puisqu'elle  a 
déjà  le  point  [x,  y,  z)  commun  avec  ce  plan. 

290.  Centre  de  coui-bure.  —  Le  centre  du  cercle  oscil- 
lateur, ou  le  centre  de  la  première  courbure,  se  trouve 
dans  le  plan  osculaleur,  et  sur  la  droite  polaire  du  point 
que  l'on  considère  sur  la  courbe.  On  aura  donc  ses  coor- 
données en  cliercbant  les  valeurs  de  x,  j,  z  qui  satisfont 
aux  équations 

(.r-^)rfa:'    -H(j-_y)rfy  +(3_z'}da'    =0, 

{3:  —  ai'-){dy'â'J  —  d^d'y')-^-{y~y''){d^d'a^~d-c'^:^) 

-f-(z  —z']{dx'^Py'~dyd'j:')  =  o. 
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Ces  valeurs  de  x,  j^  z  sont  données  par  les  formules  sui- 
vantes : 

z  —  z'  ■^--  -—r^\dy'{dy'd?J  — -  dJ  d^j')  —  dx'id^d'x' —  d:é d'z'')\y 
j~y'-=.  -^\^dx'  [dx' d?f  —  dy'd'x')  —  dz!  {dy' d^sl  —  (/s'^'j')], 
s;-  a-:  =  -^^ [dz' {dz' d?x'  —  dx'd^z')  —  dy'{d>:'d?f—  dy'd'.T')], 
R  désignant  le  rayon  de  courbure,  dont  la  valeur  est 

jg —  — .. 

^{dy'fPz'—  dz'd'y')'-^-{dz'd'x'  —  dx'd'z")--Jr{dx'd'y  —  df  ^x')- 

Si,  au  lieu  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure,  on  voulait  les  équations  du  lieu  de  ces  centres, 
il  suffirait  d'éliminer  a;',  j',  z'  entre  les  trois  premières 
équations  et  celles  de  la  courbe  donnée;  les  deux  équa- 
tions résultantes  entre  x,  y^  z  seraient  celles  du  lieu  de- 
mandé. 

291 ,  Contact  des  courbes  à  double  courbure.  —  Cette 
théorie  est  semblable  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour 
les  courbes  planes  ;  seulement,  au  lieu  de  couper  les  courbes 
par  des  droites  parallèles  à  un  axe,  il  faudra  les  couper  par 
des  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  coordonnés,  par 
exemple  au  plan  x^  y.  Ainsi,  lorsque  deux  courbes  auront 
un  point  commtm  x',  ^',  s',  et  qu'en  les  coupant  par  un 
plan  parallèle  à  un  plan  x^j  et  situé  à  une  distance  infini- 
ment petite  dz'  du  point  commun,  la  distance  des  .deux 
points  ainsi  obtenus  sur  ces  courbes  sera  infiniment  petite, 
de  l'ordre  ra  -h  i ,  on  dira  que  les  courbes  ont  un  contact  de 
l'ordre  n.  On  reconnaît  facilement  que  l'ordre  de  cette  dis- 
tance infiniment  petite  est  le  même  pour  des  plans  coor- 
donnés quelconques, pourvu  que  les  tangentesàces  courbes 
au  point  commun  ne  soient  pas  parallèles  au  plan  sécant. 
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La  projection  d'une  droite  sur  un  pian  étant  égale  au  pro- 
duit de  cette  droite  par  le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  ce 
plan,  le  rapport  des  longueurs  de  la  droite  et  de  sa  projec- 
tion a  une  limite  finie,  si  la  limite  de  cette  droite  ne  fait 
pas  un  angle  droit  avec  le  plan.  Donc  les  trois  projections 
orthogonales  d'une  droite  variable  de  grandeur  et  de  direc- 
tion sont,  en  général,  des  grandeurs  du  même  ordre  que 
cette  droite;  et  il  en  est  toujours  ainsi  pour  deux  de  ses 
projections  au  moins  ;  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  d'entre 
elles,  au  plus,  qui  soit  infiniment  petite  par  rapport  à  cette 
droite.  D'où  il  suit  que,  pour  que  deux  courbes  à  double 
courbure  aient  un  contact  de  l'ordre  n,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  deux  de  leurs  projections  aient  un  contact  de 
cet  ordre  :  ce  qui  ramène  à  la  théorie  du  contact  des  conrJîes 


planes.  Ainsi  les  conditions  pour  que  ce  contact  ait  lieu 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x',  j',  z'  consistent  en 
ce  que,  pour  la  valeur  z'  de  s,  les  quantités 

dœ        i/f        d'-v        d''y  d"ar        d"j 


aient  les  mêmes  valeurs  d'après  les  équations  de  ces  deux 
courbes.  On  obtiendra  donc  encore  la  comte  osculatrîce 
d'une  espèce  donnée,  en  déterminant  les  coefficients  de  ses 
équations,  de  manière  qu'il  en  résulte  le  plus  de  dérivées 
communes  avec  la  coui-be  donnée,  à  partir  des  premières. 
Si  les  projections  sur  un  plan  avaient  un  contact  plus  élevé 
que  les  projections  sur  un  autre,  il  suit  de  ce  qui  précède 
que  le  moins  élevé  des  deux  exprimerait  l'ordre  du  contact 
de  deux  courbes  proposées, 

292,  Droite  osculatrîce. —  Les  équations  générales  d'une 
droite  étaut 
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les  équations  qui  détermineront  a,  k,  5,  S  seront 

'     ■'  '    dz.'  di 

les  dérivées  -p-,  ^  étant  tirées  des  équations  de  la  courbe 
donnée,  La  droite  osculatrice  a  donc  pour  équations 

_  '  —  'laLi- ^  '\    ~ -_  ■'  —  '^^'  I- ^  ■\ . 

ce  sont  celles  que  isous  avons  déjà  trouvées  par  la  tan- 
gente. 

293.  Cercle  osculateur.  —  Les  équations  les  plus  com- 
modes pour  la  détermination  d'un  cercle  dans  l'espace  sont 
celles  d'une  sphère  et  d'un  plan.  Soient  donc  les  équations 
générales  du  cercle 

(■)  (.-7}'+(r-e)'^(^-0'.-^R'-', 

différentiant  deux  fois  ces  équations,  en  considérant  ar  eij 
comme  fonctions  de  s,  et  les  autres  quantités  comme  coi;- 
stantes,  on  aura  les  équatii 


H)    ■  +  S-£-0~^)S-(- 


(5) 

(6) 


On  remettra  dans  ces  six  équations,  au  lieu  de  .r,  j',  z,  le; 
coordonnées  du  point  donné  de  la  courbe,  et  l'on  rempla- 
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cera  toutes  les  dérivées  par  celles  qui  donneront  les  équa- 
tions de  cette  même  courbe.  On  en  déduira  les  valeurs  de 
six  des  constantes  a,  6,  c,  a,  6,  7,11,  et  il  en  restera  une 
indéterminée,  parce  qu'on  peut  faire  passer  une  infinité  de 
sphères  par  un  même  cercle. 

Les  coefficients  «,  è,  c  sont  entièrement  déterminés,  el 
l'équation  du  plan  devient,  en  désignant  par  x',  j'y  z'  les 
coordonnées  du  point  donné, 

{z  —  7:){dx'd'y'—dy'd':<>)^  <h' cPf  {.t.  ^  x') 
-^dz'  d'x'  (y  —  j')  =  o. 

Cette  équation  n'est  autre  chose  que  celle  du  plan  oscnla- 
teur,  dans  laquelle  z  est  pris  pour  variable  indépendante. 
Les  équations  (3),  (4),  dans  lesquelles  on  regardera  a,  6,  y 
comme  variables,  représentent  deux  plans  qui  sont  perpen- 
diculaires au  plan  (2),  en  vertu  des  équations  (5),  (6),  Les 
centres  des  sphères  sont  donc  sur  une  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle,  et  elles  couperont  toutes  ce  plan  suivant  un 
même  cercle,  puisqu'elles  passeront  d'ailleurs  par  un  même 
point  {x', y',  z'). 

11  est  facile  de  reconnaitre  dans  les  équations  (3),  (4) 
celles  qui  déterminent  la  droite  polaire  relative  au  point 
{x',j\  z']  quand  on  prend  z  pour  variable  indépendante; 
et  comme  le  centre  du  cercle  s'obtiendra  en  cherchant  l'in- 
tersection de  cette  droite  avec  le  cercle,  on  retrouve,  d  après 
ce  nouveau  point  de  vue,  tout  ce  qui  avait  été  déterminé 
relativement  au  cercle  osculateur,  par  des  considérations 
différentes. 

Contact  des  surfaces. 

294.  Lorsque  deux  surfaces  ont  un  point  commmi 
(x',y,  z'),  et  qu'en  faisant  varier  3C:\y'  de  quantités  infi- 
niment petites  quelconques  rfx',  dj'  la  différence  des  va- 
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leurs  de  z  correspondantes  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre 
n  4-1,  on  dit  que  ces  surfaces  ont  un  contact  de  l'ordre  n. 
L'ordre  de  cette  difïërence  est  le  même  pour  toutes  les  di- 
rections qui  ne  sont  pas  parallèles  aux  plans  tangents  à  ces 
surfaces,  au  point  que  l'on  considère  :  il  résulte  de  là  que 
deux  surfaces  auront  un  contart  de  premier  ordre  lorsque, 
pour  une  même  valeur  de  x' ^  y',  on  tirera  les  équations  de 

II  nu  I  ,  1  (     <^s'       d^' 

i  une  et  de  1  autre  des  mêmes  valeurs  pour  s  ,  -r-^i  —,  ■ 

Elles  auront  un  contact  de  second  ordre  lorsqu'elles  don- 
neront, en  outre,  les  mêmes  valeurs  pour  les  coefficients 
différentiels  partiels  du  second  ordre 


Enfin  le  contact  sera  de  l'ordre  n  lorsque  tous  les  coeffi- 
cients différentiels  seront  les  mêmes  jusqu'à  cet  ordre  inclu- 
sivement. 

La  surface  osculatrice  d'une  espèce  donnée  se  détermi- 
nera comme  les  courbes  osculatrîces,  en  établissant  le  plus 
grand  nombre  possible  de  dérivées  communes  entre  les 
fonctions  qui  expriment  la  valeur  de  z  dans  son  équation  et 
celle  de  l'autre  surface  que  l'on  considère. 

295.  Plan  osculateur  à  une  surface.  —  Suit  l'équation 
générale  du  plan 

r.-_    :  ^.-,.  +  l.y  ^,.  c; 

on  aura,  pour  déterminer  «,  è,  c,  les  équations 

di! 


.'  +  hj'^ 


~—,  — jetant  tirées  de  l'équation  de  la  surface  donnée.  L'c 

dr'    dy'  ^ 
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qualioii  ilu  plan  oscillateur  sera  donc 

Ce  plan  n'est  donc  autre  cliose  que  le  plan  tangent. 

296.  Sphère  osculatrice  à  une  surface.  —  L'équation  la 
plus  générale  d'une  sphère  ne  renfermant  que  quatre  con- 
stantes arbitraires,  on  ne  peut,  en  général,  établir  un  con- 
tact du  second  ordre  entre  une  sphère  et  une  surface  donnée, 
puisqu'il  en  résulterait  six  équations  de  condition.  On  ne 
pourra  donc  établir,  entre  ces  surfaces,  qu'un  contact  du 
premier  ordre.  Il  restera  une  constante  indéterminée  dans 
l'équation  de  la  splière,  et  l'on  pourra  en  profiter  de  ma- 
nière à  déterminer  un  contact  du  second  ordre  avec  l  une 
des  courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface  ;  mais  ces 
recherches  nous  écarteraient  de  notre  objet. 

297.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces.  —  Si,  à  partir 
d'un  point  commun  à  une  courbe  et  à  une  surface,  on  mèn(i 
des  parallèles  à  l'axe  des  z,  on  dira  qu'il  y  a  un  contact  do 
l'ordre  «,  lorsque  la  différence  des  valeurs  correspondantes 
de  z  pour  la  courbe  et  la  surface  sera  infiniment  petite  d:: 
l'ordre  ra  -+-  i .  On  arrivera  à  des  conditions  du  même  genre 
que  dansles  cas  précédents,  et  dans  le  détail  desquelles  nous 
n'entrerons  pas. 

298.  Développées.  —  Si  l'on  considère  une  quelconque 
des  normales  en  un  point  d'une  courbe  à  double  courbure, 
elle  sera  tangente  à  la  surface  polaire.  Le  plan  normal  mené 
par  un  point  de  la  courbe,  infiniment  voisin  dii  premier, 
coupera  cette  normale  en  un  point  qui  sera  commun  à  deux 
normales  infiniment  voisines.  En  faisant  pour  la  seconde 
normale   ce  qui  a  été  fait  pour  la  première,  et  continuant 
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ainsi,  on  aura  une  suite  indéfinie  de  normales  à  la  courbe 
donnée,  dont  ckaciinc  rencontrera  !a  suivante,  et  dont  les 
points  de  contact  avec  la  surface  polaire  seront  infiniment 
rapprochés  les  uns  des  autres.  Le  point  de  contact  des  deux 
normales  consécutives,  se  trouvant  sur  l'intersection  des 
deux  plans  normaux,  se  rapproche  indéfiniment  de  la  sur- 
face polaire,  qui  est  le  lieu  des  limites  des  intersections  des 
plans  normaux  tionsécutifs. 

Celte  suite  de  normales  détermine  donc  un  polygone 
dont  les  côtés  sont  infiniment  petits,  et  dont  la  limite  est 
une  courbe  tangente  à  toutes  ces  normales,  et  située  sur 
la  surface  polaire  :  on  l'appelle  développée  de  la  courbe 
donnée. 

Comme  on  peut  choisir  une  quelconque  des  normales  à 
la  courbe  au  point  de  départ,  on  obtiendra  une  infinité  de 
développées  aussi  rapprochées  que  l'on  voudra,  et  toutes  se- 
ront sur  la  surface  polaire,  qui  peut  être  considérée  comme 
en  étant  le  lieu  géométrique.  Relativement  à  ces  courbes 
que  nous  avons  nommées  développées,  la  première  prend  le 
nom  de  développante,  à  cause  d'une  propriété  analogue  à 
celle  que  nous  avons  reconnue  dans  les  courbes  planes,  et 
dont  nous  allons  donner  la  démonstration. 

Soient  MN,  M'ïï'  {Jig-  q5)  deux  droites  normales  en 
M  et  M'  à  la  courbe  en  question,  N  et  N'  leurs  points  de 
contact  avec  la  développée  ;  nous  allons  prouver  que  la  dilifé- 
rence  des  longueurs  M'N'  et  MN  est  égale  à  l'arc  NN',  à  un 
infiniment  petit  près,  du  second  ordre  au  moins.  En  effet, 
si  aux  points  M  et  N  on  conçoit  deux  plans  perpendiculaires 
à  MN,  la  longueur  M'P  sera  du  second  ordre,  puisque  la 
courbe  M'M  est  tangente  au  plan  ;  de  plus  QP  surpasse  MN 
d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre.  On  peut 
donc  prendre  N'Q  comme  égale  àla  diftérence  M'N'  —  MN, 
h  une  quantité  près  du  second  ordre.  Mais  la  limite  du  rap- 
potl  de  JN'Q  à  la  corde  NN'  est  l'unité,  puisque  les  angles 
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Q  et  N  du  triangle  rectiligno  QNN'  tendent  vers  des  angles 
(i-oits.  Donc  WQ  diffère  de  l'arc  N'N,  tout  au  plus  d'un 
infiniment  petit  du  second  ordre  ;  donc,  enfin,  la  différence 
de  deux  normales  consécutives  MJ\,  M'N'  est  égale  à  ï'arc 
NN',  compris  entre  leurs  points  de  contact  avec  la  dévelop- 
pée, plus  ou  moins  une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  cet  arc,  et  qui,  par  conséquent,  peut  être  négligée 
sans  qu'il  en  résulte  aucune  erreur  dans  les  limites  des  rap- 
ports ou  des  sommes. 

Il  suit  de  là  que,  si  en  deux  points  quelconques  de  la  déve- 
loppée on  mène  des  tangentes  terminées  à  la  développante, 
la  différence  de  leurs  longuem's  est  rigoureusement  égale  à 
l'arc  compris  entre  les  points  de  contact. 

Et  l'on  voit  par  laque  la  diiïérenee  entre  M 'JV' — MN 
et  l'arc  NN',  qui  devait  6tre  au  moins  du  second  ordre, 
était  réellement  égale  à  zéro. 

Maintenant  supposons  un  ûl  qui  coïncide  avec  la  déve- 
loppée à  partir  d'un  point  quelconque,  où  il  s'en  sépare 
langentiellemcnt  et  se  prolonge  jusqu'à  la  développante.  Si 
on  le  déroule  en  le  laissant  toujours  tangent  à  la  dévelop- 
pée, il  prendra  successivement  la  position  des  diverses  nor- 
males qui  sont  tangentes  à  cette  courbe  ;  et  ces  normales 
croissant  précisément  de  la  même  longueur  que  le  fil  qui  se 
déroule,  ce  sera  toujotu-s  le  même  point  de  ce  fil  qui  se 
trouvera  sur  la  développante.  Cette  courbe  sera  donc  dé- 
crite par  l'extrémité  du  fil  pris  dans  la  première  position. 
C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  aux  deux  courbes, 
l'une  par  rapport  à  l'autre,  les  noms  de  développée  et  de  dé- 
veloppante. 

299.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  d'une 
courbe  à  double  courbure  n'est  pas  une  développée  de  cette 
courbe.  En  effet,  deux  plans  osculateurs  consécutifs  se  cou- 
pent suivant  une  droite  qui  a  pour  limite  la  tangente,  et  ils 
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forment  entre  eux  un  angle  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  La  distance  du  centre  de  courbure  contenu  dans  le 
premier,  au  second  plan,  est  donc  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre;  or  sa  distance  à  la  normale  contenue  dans  ce 
second  plan  est  plus  grande  qiie  sa  distance  au  plan  :  donc 
cette  normale  n'est  pas  tangente  à  la  courbe  qui  passe  par 
ces  deux  centres,  puisqu'il  faudrait  pour  cela  que  cette  dis- 
tance fût  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  pre- 
mier. Le  lieu  des  centres  de  courbure  n'est  donc  pas  une 
des  développées,  lorsque  la  courbe  que  l'on  considère  n'est 
pas  plane. 

300.  Les  développées  d'une  courbe  à  double  courbure 
jouissent  de  la  propriété  remarquable  de  se  réduire  à  des 
lignes  droites  quand  on  développe  la  surface  polaire  sui'  un 
plan. 

Pour  le  démontrer,  nous  considérerons  un  polygone  infi- 
nitésimaï  inscrit  dans  la  courbe  domiée,  et  ayant  ses  côtés 
égaux  ;  ce  qui  revient  à  prendre  l'arc  pour  variable  indé- 
pendante. Sur  les  milieux  de  ces  côtés,  nous  concevrons  des 
plans  perpendiculaires,  dont  les  intersections  formeront  les 
arêtes  de  la  surface  développable  qui,  à  la  limite,  devienl 
la  surface  polaire. 

Or,  si  du  point  du  milieu  d'un  côté  quelconque  on  trace 
une  droite  dans  le  plan  normal,  elle  coupera  l'arête  com- 
mune à  ce  plan  et  au  suivant,  en  un  point  qui,  joint  au 
milieu  du  côté  suivant,  donnera  une  normale  à  ce  côté;  et 
il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  normales  font  des  angles 
égaux  avec  l'arête  que  nous  avons  considérée. 

Celte  seconde  normale  prolongée  coupera  l'arête  com- 
mmie  au  second  plan  normal  et  au  troisième,  en  un  point 
qui,  joint  au  milieu  du  troisième  côté,  formera  une  normale 
à  ce  côté,  taisant  avec  la  seconde  arête  le  même  angle  que  la 
normale  précédente;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 


y  Google 


4i6  LIVRE    II, 

Maintenant,  si  l'on  développe  sur  un  plan  la  surface  qui 
renferme  toutes  ces  arêtes,  deux  normales  conse'cutives  se 
rabattront  l'une  sur  l'autre,  puisqu'elles  font  le  même  angle 
avee  l'arête  sur  laqiielle  elles  se  coupent,  et  le  polygone  in- 
finitésimal, formé  par  les  intersections  de  ces  normales  suc- 
cessives, aura  tous  ses  côtés  sur  une  même  droite.  Ce  résul- 
tat, ayant  lieu  quelle  que  soit  la  petitesse  des  côtés  de  ce 
polygone,  aura  lieu  pour  la  courbe  limite,  qui  est  une  quel- 
conque des  développées  de  la  courbe  proposée. 

Donc,  dans  le  développement  de  la  surface  polaire  sur  un 
plan,  toutes  les  développées  de  la  courbe  deviennent  des 
lignes  droites. 

301,  Dansle  développement  de  la  surface  polaire,  les  côtés 
infiniment  petits  qui  composent  la  développée  ne  ckangeant 
pas  de  longueur,  un  arc  quelconque  de  cette  courbe  a  la 
même  longueur  avant  ou  après  le  développement;  et  il  en 
serait  de  même  de  toute  autre  ligne  tracée  sur  cette  surface. 
Donc  le  plus  court  cliemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la  sur- 
face polaire  est  l'arc  de  la  développée  qui  passe  par  ces  deux 
points,  puist|ue,  devenant  une  ligne  droite,  il  est  pîiis  court 
que  tout  autre  après  une  transform.ation  qui  n'a  pas  changé 
les  longueurs. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  l'on  suppose  un  fil  ap- 
pliqué sur  le  polygone  formé  par  les  normales  successives 
que  nous  venons  de  considérer,  et  prolongé  suivant  un  quel- 
conque des  côtés  jusqu'au  milieu  du  côîé  correspondant  du 
premier  polygone,  inscrit  dans  la  courbe  donnée,  et  qu'en- 
suite on  développe  ce  fil  de  manière  qu'il  soit  successive- 
ment dans  le  prolongement  de  cliacun  des  côtés  du  poly- 
gone sur  lequel  il  est  appliqué,  son  extrémité  passera  par 
tous  les  milieux  des  côtés  de  l'autre  polygone.  Donc,  si  l'on 
passe  aux  limites  des  polygones,  on  retrouvera  la  propriété 
démontrée  précédemment  par  des  considérations  diilerentes. 
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302.  Équations  des  développées.  —  Si  l'on  désigne  par 
a:',  y',  z'ies  coordonnées  d'un  point  quelconque  delà  courlje 
proposée,  l'équation  de  la  surface  polaire  s'obtient  en  éli- 
minant x\y\  z'  entre  les  deux  équations  de  la  courbe  et 
les  deux  suivantes  : 

(^-.r')rf,<T'    -■^{y^y'}dy     ^\-(z^-z')dz'   r^-o, 
[^  ^  a:')d\'x:'  -^{X  -■f)d'y  +  (z-z')d"J  ^  d.^\ 

Si  maintenant  on  considère  un  quelconque  des  points  dont 
les  coordonnées  :i:,j-,^  satisfont  à  ces  équations,  on  passera 
de  ce  point  au  point  voisin  de  la  développée  si  la  droite  qui 
oint  ces  deux  points  est  dans  le  prolongement  de  celle  qui 
jolntles  points   [x\j',  s'),  {x,y,  a);  ce  qui  aura  li 

différentielles  dx.,  dy,  dz  sont  proportionnelles  aux 
différences  x  —  a;',  j  ~^y'i  ^  —  s'.  On  tirerait  de  là  les 
deux  équations 

^  _  ■'^  —  ■^'      ^  _  ,r  —  y' 
;/s  -^  3  _  s'  '     dz^  z  —  z'' 

Mais  une  seule  sera  nécessaire,  parce  que  les  précédentes 
expriment  que  les  points  {x,  y,  z)  ne  cessent  pas  d'être  sur 
la  surface  polaire.  Une  quelconque  de  ces  deux  équations 
étant  jointe  aux  deux  précédentes  et  à  celles  de  la  courbe 
donnée,  on  aura  cinq  équations  entre  lesquelles  on  éliminera 
x\  y\  z',  et  l'on  obtiendra  deux  équations  différentielles 
qui  conviendront  à  l'une  quelconque  des  développées. 

Application  des  théories  précédentes  à  l'hélice. 

303.  Si  l'on  désigne  par  a  le  rayon  de  la  base  du  cylindre, 
et  par  m  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'hélice  sur  le  plan 
de  cette  base,  les  équations  des  trois  projections  de  cette 
courbe  seront 
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L'axe  des  x  passe  par  le  point  où  l'hélice  perce  le  plan  de 
la  base;  et  cette  courbe,  en  s'élevant,  tourne  de  l'axe  des  x 

positifs  vers  l'axe  des  y  positH's, 
Ces  équations  différentiées  donnent 

{P.i:  = ~  cos  ~dz\       iPy—. :-  sin  — dz',      d'u  =o. 

L'équation  du  plan  osculateur  devient  alors,  en  prenant  s 
pour  variable  indépendante, 


Ce  plan  fait  avec  le  plan  de  la  base  un  angle  dont  le  cosinus 

est  "7^=^^  et  la  tangente  m.  11  est  ]e  même  que  celui  de 

l'hélice  avec  le  niËme  plan. 

L'équation  du  plan  normal  sera 

L'angle  de  contingence,  dont  l'expression  générale  est 


devient,  dans  le  cas  actuel, 


dz 


L'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs  est 
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Le  rayon  du  cercle  osculaleur,  dont  la  valeur  générale  est 
K=^  — îscra  égal  à  a(j -t- m');  sa  grandeur  est  donc  con- 
stante et  surpasse  de  «m^  le  rayon  de  la  base.  Pour  connaître 
sa  direction,  il  faut  clierclier  l'intersection  du  plan  normal 
et  du  plan  osculateur.  Les  équations  combinées  donnent 


Donc  le  rayon,  de  courbure  est  constamment  parallèle  au 
plan  de  la  base,  et  rencontre  l'axe  du  cylindre.  Le  centre  de 
courbure  se  meut  donc  sur  un  cylindre  ayant  même  axe  que 
le  premier,  et  pour  base  tni  cercle  dont  le  rayon  est  am".  Il 
décrit  sur  ce  cylindre  ime  hélice  dont  le  pas  est  îe  même 
([ue  celui  de  l'hélice  proposée. 

On  trouvera  lo  même  résultat  en  calculant  les  coordon- 
nées du  centre  de  courbure.  Leurs  valeurs  sont 


et  l'on  en  déduit  immédiatement  les  conséquences  précé- 
dentes. 

Déterminons  maintenant  les  équations  d'une  arête  quel- 
conque de  la  surface  polaire,  c'est-à-dire  de  l'intersection 
de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins.  Ces  équations 
sont  les  suivantes  : 

dette  droite  est  nécessairement  perpendiculaire  au  plan  os- 
culateur, et  on  le    vérifiera  facilement  au  moyen  de  ses 
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équations.  Comme  d'ailleurs  elle  passe  par  le  centre  de 
courbure  et  qu'elle  est  perpendiculaire  au  rayon  de  cour- 
bure, elle  est  tangente  au  cylindre  sur  lequel  se  meut  l'ex- 
trémité de  ce  rayon,  et  dont  la  base  a  pour  rayon  am?.  De 
plus,  il  est  facile  de  reconnaître  qu'elle  est  tangente  à  l'iié- 
lice  décrite  par  cette  extrémité- En  efi'et,  puisqu'elle  est  per- 
pendiculaire au  plan  osculateur,  elle  fait  avec  le  plan  de  la 

base  un  angle  dont  la  tangente  est  —  :  or  l'hélice  qui  est  le 

lieu  des  centres  de  courbure,  et  dont  nous  venons  de  donner 
les  équations,  est  tracée  sur  le  cylindre  dont  le  rayon  est 

«ni*,  et  fait  avec  sa  base  un  angle  dont  la  tangente  est  — ■ 

Donc  l'arête  de  la  surface  polaire  est  tangente  à  cette  hé- 
lice, et  la  surface  polaire  est  l'iiélicoide  développable  dont 
cette  hélice  est  l'arête  de  rebrous  sèment. 

Mais  on  sait  que  la  sous-tangente  d'une  hélice  sur  le  plan 
de  sa  base  est  égale  à  l'arc  de  cette  base,  depuis  l'origine  de 
l'hélice  jusqu'à  la  projection  du  point  de  contact.  Donc  la 
trace  de  la  surface  polaire  sur  le  plan  [xy)  est  la  dévelop- 
pante de  la  base  du  cylindre  dont  le  rayon  est  am^. 

304.  Si  l'on  veut  avoir  l'équation  de  la  surface  polaire,  il 
faut  éliminer  z'  entre  les  deux  équations 


Ajoutant  les  carrés  des  membres  de  ces  deux  équations, 
on  obtient 

substituant  dans  la  seconde,  on  trouve  l'équation  cherchée. 
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qui  est 


»(£-\/^-) 


La  trace  de  cette  surface  sur  le  plan  (xy)  a  pour  équatio 


Cette  courbe  est  la  développante  du  cercle  dont  le  rayon  est 
rtm',  et  elle  prend  naissance  au  point  de  ce  cercle  situé  sur 
l'axe  des  a:,  et  du  côté  des  x  négatifs  ;  ce  qui  s'accorde  avec 
une  des  propositions  précédenmient  démontrées. 

Une  hélice  pouvant  avoir  ses  deux  courbures  égales  à 
celle  d'une  courbe  quelconque  en  un  de  ses  points,  son  oscu- 
lation  sera  d'un  ordre  plus  élevé  que  celle  du  cercle;  elle 
donnerait  donc  une  idée  plus  exacte  de  la  courbe  à  laquelle 
on  la  comparerait.  Les  deux  constantes  m  et  a  se  détermi- 
neraient en  égalant  ces  deux  courbures  à  celles  de  la  courbe 
donnée,  au  point  considéré. 
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NOTES 

DIVERS  POINTS  D'ANALYSE  ALGÉBRIQUE. 
NOTE  ï, 

JR  LES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  COMMENT  ON  LES  INTRODUIT 
DANS  LES  DONNÉES  DU  CALCUL. 


i.  La  résolution  des  équations  du  dousièmo  degré  conduit  quelque- 
fois à  extraire  des  racines  carrées  de  quantités  négatives.  Ces  sortes 
d'expressions  ne  représentent  pas  des  nombres,  soit  positifs,  soit  né- 
gatifs; on  les  désigne  sous  le  nom  de  quantités  imaginaires.  Nous 
n'avons  pas  pour  objet  d'examiner  ici  à  quelles  circonstances  corres- 
pondent ces  formes  dans  les  questions  proposées;  nous  nous  borne' 
rons  à  dire  qu'en  substituant  ces  expressions  à  l'inconnue,  l'équation 
que  l'on  av3i^  à  résoudre  devient  identique,  pourvu  que  les  racines 
carrées  des  quantités  négatives  soient  traitées  d'après  les  règles  ordi- 
naires de  l'Algèbre,  et  que  l'on  considère  leur  carré  comme  s'obtenant 
par  la  suppression  du  radical. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  l'équation 

on  en  lire  les  deux  valeurs  imaginaires 


et  l'on  peut  vérifier  que  la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation 

la  réduit  à  o  ~  o.  

Il  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  y'—  *%  on  mettait  èv^~i,  et  c'est 
ce  que  l'on  fait  ordinairement,  afin  que  la  seule  quantité  imaginaire  à 
considérer  soit  toujours  y/—  i .  Les  valeurs  de  x  se  trouvent  ainsi  mises 
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SOUS  la  forme 

II  semble  d'abord  que  toutes  les  considérations  auxquelles  ces  sortes 
d'expressions  peuvent  donner  lieu  soient  relatives  aux  circonstances 
qui  leur  donnent  nais-ance  dans  les  questions  dont  elles  présentent  la 
Boktîon ,  mais  on  a  trouvé  de  très-grands  avantages  à  les  introduire 
dans  les  donni^is  mêmes  de  certains  calculs,  et  c'est  sous  ce  point  de 
*ae  que  nous  allons  les  considérer  brièvement. 

Sans  attacher  aucune  idée  de  quantité  à  l'expression  \/—l,  nous 
convenons  de  la  traiter  de  la  même  manière  que  si  c'était  un  nombre 
dont  les  puissances  successives  seraient 

les  quatre  premières  se  reproduisant  indéfiniment  dans  le  même  ordre. 
Rien  ne  s'oppose  à  ce  que  l'on  fasse  des  calculs  algébriques  dans 
lesquels  v'— '  soit  traité  de  cette  manière;  il  ne  s'agit  que  de  savoir 
s'il  y  a  quelque  intérêt  à  le  faire,  et  si  de  pareilles  opérations  peuvent 
offrir  de  nouvelles  ressources  à  l'analyse.  II  pourra  quelquefois  être 
plus  commode  de  remplacer  \/—i  par  une  lettre  dont  les  puissances 
£0  distinguent  toutes  les  unes  des  autres,  tandis  que  celles  de  v'^  se 
reproduisent  périodiquement.  En  désignant  /— i  par  X,  nous  enten- 
drons que  1  soit  traité  comme  un  facteur  ordinaire,  d'après  toutes  les 
règles  démontrées  dans  le  cas  des  quantités  réelles  ;  seulement,  après 
tous  les  calculs  effectués,  on  remplacera  les  puissances  " 


2.  Lorsque  nous  poserons  «ne  équation  entre  dos  quantités  réelles 
et  imaginaires,  comme 

A-)-Bv^-T=A'-(-IiV~, 

îious  entendrons  toujours  que  l'on  sait  d'avance  que  A  =  A'  et  E  =  B'. 
Ces  dernières  équations  ne  seront  jamais  des  conséquences  de  la  pre- 
mière; c'est,  au  contraire,  la  première  qui  en  est  la  conséquence,  et 
nous  n'attacherions  aucun  sens  à  cette  équation  si  nous  ne  savions, 
indépendamment  d'elle,  que  les  parties  réelles  sont  égales  de  part  et 
d'autre,  ainsi  que  les  coefTicionls  resiiectifs  do  v"— i-  '^^O"''  insistons 
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sur  ce  point,  parce  que  la  plupart  des  auteurs  l'entendent  de  la  ma- 
nière inverse. 

3,  Ayant  bien  établi  de  quelle  manière  nous  traiterons  l'expression 
^— I,  nous  allons  montrer,  par  un  premier  exemple,  l'avantage  que 
l'on  peut  avoir  à  l'introduire  dans  lo  calcul. 

Considérons  les  deux  expressions 

cos  I  4-  j/— i  sina-,    cosj  -+-  \J~  i  sln/, 

et  milt  [liions  les  entre  elles,  dans  le  sens  que  nous  attachons  ici  à 
cette  opéialion    nous  trouverons 

tc^f  (.  sj  —  Mnj-sin7H-/^(sinj:cos_r  +  siiijcosj^), 
ou 

cos{^  +  j).-l/^sin(x  +  r). 

Nous  pouvons  donc  poser 

tcosr^-^/-lsin^)(cos7^-v'-'sinr)=™s{■^-^-J}-|-l''-'sin(^-f-r), 

puisque  nous  avons  prouvé  d'avance  que  les  parties  réelles  étaient  res- 
pectivement égales,  ainsi  que  les  coefficienls  de  i/— i. 

Et  l'on  conclut  de  là  que  pour  diviser  deux  expressions  de  cette 
forme  l'une  par  l'autre  {en  entendant  par  quotient  une  expression  qui, 
multipliée  par  le  diviseur  suivant  les  règles  convenues,  reproduirait 
le  dividende)  il  suffît  de  retrancher  l'arc  qui  se  trouve  au  diviseur  de 
celui  qui  entre  dans  le  dividende. 

En  multipliant  le  produit  de  ces  premières  expressions  par  une  troi- 
sième cossw-v/^sinz,  il  suffira  encore  d'ajouter  les  arcs:c-t-_j-  et  j 
et  5,  ce  qui  donnera  la  nouvelle  équation 

(cosï:+  i/— ]Sina!)(c0S7-+i/— isin7)(c0S2  +  \l^-\%\az) 

et  il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  de 
cette  forme,  leur  produit  effectué  donnera  toujours  pour  partie  réelle 
le  cosinus  de  la  somme  de  tous  les  arcs,  et  pour  coefricîent  de  ^ —  i 
le  sinus  de  cette  mSme  somme.  On  pourra  donc  poser  une  équation 
semblable  à  la  dernière,  en  supposant  un  nombre  m  quelconque  de 
facteurs,  puisque  les  parties  réelles  sont  démontrées  égales,  ainsi  que 
îes  parties  imaginaires. 
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En  supposant  le  cas  particulier  oii  i>:  =  j-=  z  = . . .,  on  aurait  la 
formule  suivante,  qui  est  duo  à  Moivre  : 

(i)  (co3a--i-v'— isinj  r=  cos;nj;-f- i/— isinm^; 

il  est  donc  prouvé  que,  si  l'on  forme  la  puissance  m  du  binôme 
cos^  +  \/~i  sin j-  d'après  les  règles  ordinaires,  la  partie  réelle  sera 
égale  à  cos/«ie,  _et  le  coetlicient  de  \/~i  à  sinm.r.  Or  le  développe- 
ment de  la  puissance  m  d'un  binôme  s'effectue  au  moyen  d'une  for- 
mule très-simple;  on  aura  donc  ainsi  le  développement  général  de 
cosma;et  sinmj:,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Ces  formules 


s"'^  —  - 

t{in      I 

icos- 

■"'•'•' 

mim- 

i)(m- 

.»)(™. 

"31 

i.a.3 

•  4 

m{„. 

,-,)l, 

7,-») 

On  peut  observer  quo  le  développement  de 

tcosa^~\/— isina:)'" 
ne  différerait  de  celui  de 

que  par  le  signe  des  termes  où  se  trouvent  les  puissances  impaires  do 
v'— I ,  et  que,  par  conséquent, 


■i.  En  entendant  par  racine  n 
autre  expression  qui,  élevée  à  la 

reproduirait  la  première,  on  voit  que  cos  '-  —  i/—  1  sin  -  est  une  ra- 
cine n"""  de  cosa;  zt  y/^  1  sin^r,  puisque  nous  avons  prouvé  que,  pour 
élever  une  semblable  expression  à  la  puissance  n^"",  il  suffit  de  mul- 
tiplier l'arc  par  n.  On  a  donc 


(cc,»*^= 
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et  si  l'on  élève  les  deux  membres  à  la  puissance  p,  il  vient 

(oo.*±,/--rsinx);=cos'i^±,/=Tsm2., 

ce  qui  montre  que  l'équation  [i)  est  vraie  quand  m  est  un  nombre 
fractionnaire  quelconque  -i  en  entendant  seulement  par  I&  que 
ces- J7=h v'~'sini- j^,  élevé  à  la  puissance  n,  donnerait  la  puis- 
sance p  de  cos3:± v^— isina^,  et  que,  par  cousÉquent,  il  est  une 
des  racines  n'™"  de  cette  puissance  p. 

L'équation  (i)  est  encore  vraie  si  m  est  égal  à  un  nombre  négatif 
—  7?.  En  effet, 

Icos.'i^  +  v/^si] 


(cos^-i-v^— Tsin^)"      (oos«.c-i- 


or  diviser  par  cosna^  4-  v/^sin«.r,  c'est  trouver  une  expression  qui, 
mullipliée  par  ce  diviseur  d'après  les  règles  communes,  donne  pour 
produit  le  dividende;  ce  quotient  est  donc  cos«.5^  — v'— isinK^r, 
Donc 

(cosa:  +  v''"  I  sin^)"" -=  cos(- n^) -t- V''— 1  sin(- ';.r). 

La  formule  (i)  est  donc  vraie,  quelque  valeur  réelle  qu'ait  m,  en  ob- 
servant toutefois  que,  si  la  puissance  m  est  susceptible  de  plusieure 
valeurs,  nous  avons  seulement  prouvé  ici  que  le  second  membre  en 


5.  Nous  allons  résoudre  maintenant  la  question  inverse,  qui  con- 
siste à  développer  cos'"j:  et  sin^'a;  au  moyen  des  cosinus  et  sinus  des 
arcs  multiples  de  x,  m  élant  un  nombre  entier. 

Pour  cela  nous  poserons 

C0S3;-l-v^-isin.r=  n, 
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Observant  maintenant  que  ui-  =  i,  et  que  «'-+- 1'^—  acos^x,  t 


it  pair,  le  terme  qui  se  trouve  au  milieu  du  développement  de 
]"  se  réduit  à ^^ et  forme  le  dernier  terme 


du  développement  de  a^cos^j;.  Si  m  est  impair,  les  deus  termes  du 
milieu  sont  en  u  et  p  de  la  forme 


expressions  qtii  se  réd\iisent  respectivement  h  ii  ot  v,  puisque  iif  — 
Le  dernier  terme  du  développement  de  a^oos"'^  est  alors 

___i cosr. 


•■(^?) 


On  développera  maintenant  sin'",i'  en  observant  que 

ce  qui  signifie  toujours  que  les  parties  réelles  sont  ics  mâmes  de  part 
et  d'autre,  ainsi  que  les  coefficients  de  v'— ii  s'il  y  reste,  ce  qui  n'ar- 
ilvera  que  si  m  est  impair. 

Supposons  d'abord  m  pair  :  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
seront  de  même  signe,  et,  en  les  réunissant  deux  à  deux,  on  trouvera 
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le  dernier  terme  sera 


■(^-) 


le  signe  +  correspondant  à  ~  pair,  et  le  signe  —  à  —  impair.  Si  '. 
est  impair,  le  développement  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

en  rcmplEiçant  partout  iw  par  i .  Si  donc  on  observe  que 
on  aura,  en  ne  prenant  que  les  coofflcients  de  \/—  i , 


a"'(-i|    > 

sin" 

'^  = 

=  2  sin  m 

^  _  2m 

.in(;» 

—>.]., 

'"( 

.,>-!). 

i{m~! 

-)., 

1-4). 

le  dernier  terme  ; 

..(^ 

le  signe  -i-  ayant  lieu  quand sera  pair,  et  le  signe  —  quand  il 

sera  impair. 

6.  Examinons  maintenant  en  quoi  consiste  l'avantage  que  l'emploi 
de  \/—i  a  procuré  dans  la  recherche  des  doveloppemenla  de  cos™.r 
et  s\rrx. 

Nous  avons  remplacé  acos^  par 

cesj^  -i- v'— isina-  +  cos^  —  v'~'SinJr, 
qui  lui  est  identique,  puisque  les  deux  termes 

v'— isin.r    et    —  j/— isin.c, 
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traités  comme  s'ils  représenta ient  des  aoniLres,  sa  détruisent.  Et 
même  si,  au  liea  de  t/^,  on  met  une  quantité  1  indéterminée,  on 
pourra  remplacer  acosa^  par 

et  quelque  calcul  que  l'on  eifectue  sur  cette  expression,  ie  résultat 
sera  nécessairement  indépendant  de  \  et  les  puissances  d'un  mâme 
degré  quelconque  de  cette  lettre  auront  zéro  pour  coefficient.  Or 
prendre  seulement  les  termes  réels  du  résultat,  c'est  négliger  les  puis- 
sances impaires  de  1  et  ne  conserver  que  les  puissances  paires,  ce 
qui  est  permis,  puisque  les  coefficients  de  chaque  puissance  de  l  sont 
nuls.  Mais  quand  on  remplacera  i'  par  1,  il  pourra  y  avoir  des  ré- 
ductions entre  les  termes  correspondant  à  des  puissances  différentes 
de  1,  et  notamment  avec  ceux  qui  ne  renfermaient  pas  ï,  et  qui  sont 
précisément  ceux  que  l'on  trouverait  en  ne  transibrmant  pas  d'abord 
2cos^.  Il  peut  donc  résulter  de  là  de  nouvelles  combinaisons  qui, 
sans  altérer  la  valeur  du  résultat,  lui  donnent  une  terme  plus  com- 
mode. Cela  revient  à  ajouter  au  résultat  des  quantités  qui  se  détrui- 
sent; mais,  à  chaque  instant,  dans  l'Algèbre,  on  voit  de  pareils  arti- 
fices faciliter  les  transformations;  et  ce  qui  fait  que,  dans  le  cas 
actuel,  on  en  retire  réellement  un  très-grand  avantage,  c'est  que  les 
deux  binômes  dont  la  somme  remplace  2  cosa;  sont  tels,  que  les  puis- 
sances de  chacun  d'eus  s'effectuent  immédiatement  par  la  multiplica- 
tion de  l'arc,  et  que  le  produit  des  puissances  semblables  de  l'un  et 
l'autre  est  l'unité.  11  résulte  de  là  que  la  puissance  m''""'  de  cosj;  se 
trouve  immédiatement  esprimée  au  moyen  des  cosinus  des  arcs  mul- 
tiples de  x;  et  il  en  est  de  même  pour  sin'"j:. 


Usage  des  lignes  tri gonomélriques  pour  Vext. 
des  quantités  réelles  ou  irnagint 


1.  I.es  racines  de  degré  m  d'un  nombre  réel  positif  ou  riégatif  ±  A 
sont  les  racines  de  l'équation 


CCS  racines  peuvent  se  ramener  à  celles  de  l'unité,  posant  j—  a.r, 
a  désignant  la  racine  it"™'  arithmétique  du  nombre  A;  l'équation  pro- 
posée se  trouve  ainsi  ramenée  à  la  suivante  ; 
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dont  nous  allons  déterminer  les  m  racines,  qui  sont  toutes  inégales, 
puisqu'il  n'y  a  pas  de  commun  diviseur  entre  le  premier  membre  et 
sa  dérivée.  Soit  d'ahord 

Nous  pouvons  représenter  i  par  une  expression  de  la  forme 

cosa-T-  /— isin^, 

dont  B0U3  savons  qu'il  est  facile  d'extraire  la  racine.  Il  suffit  de  poser 
z  -=  anir,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif;  et 
l'on  aura  identiquement 

I—  C0Sa«77H-  i/^i%min^. 

Donc  l'expression 

donne  les  racines  m'"""  de  i,  et,  par  conséquent,  des  valeurs  do  ^ 
pour  toute  valeur  entière  de  n. 

Or  on  reconnaît  immédiatement  que  l'espression  (i)  ne  change  pas 
quand  on  augmente  ou  qu'on  diminue  n  de  m  ow  d'un  multiple  entier 
quelconque  de  m.  Il  suffit  donc,  dans  la  série  indéfinie  des  nombres 
entiers  positifs  ou  négatifs,  d'en  prendre  m  consécutifs  quelconques; 
ils  donneront  toutes  les  valeurs  de  l'expression  (i).  De  plus,  il  est  fa- 
cile de  voir  qu'elles  seront  toutes  différentes,  parce  que  deux  de  ces 
arcs  ne  peuvent  avoir  le  même  sinus  et  le  môme  cosinus;  donc  toutes 
les  racines  de  l'équation 

seront  données  par  la  formule 

dans  laquelle  on   donnera  à  n  les  valeurs  o,  i,  a,...,  jusqu'à  ce 
que  l'on  ait  m  valeurs  pour  le  second  membre;  car  c'est  comme  si 
l'on  donnait  an  m  valeurs  consécutives,  les  unes  positives,  les  autres 
négatives. 
Si  m  est  pair,  on  posera  m  —  ik,  et  il  viendra 
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11  faudra  alors  donner  an  les  valeurs  o,  i,  a,...,  A-.  Les  deux  extrêmes 
donnent  a-^i,  a:  =  —j,  et  toutes  les  autres  valeurs  de  x  sont  ima- 
ginaires, conjusuées  et  réciproques  deux  à  deux. 
"  Si  l'on  a 


il  faudra  donner  à  n  les  valeurs  o,  i,  2,. 
La  première  donne  j;  =  1  ;  les  autres  s 
juguées  et  réciproques  deux  à  deux, 

8.  Soit  maintenant 


On  peut  encore  donner  à— 1  la  forme  cos^^-^/— i  sins,  en  posant 
3  =  (a»  +  iJTT.  On  aura  donc  des  valeurs  de  a:  par  la  formule 


il  suffira  de  prendre  m  valeurs 
respondront  toutes  à  des  sinus  oi 
autres  valeurs  de  n  fourniront  les 
racines  de  l'équation 


de  n,  parce  qu'elles  cor- 
is  différents,  et  toutes  les 
valeurs  pour  x.  Toutes  les 


it  donc  données  par  la  formule 


en  donnant  à  «  des  valeurs  positives  depuis  zéro,  jusqu'à  ce  qu'il  en 
résulte  m  valeurs  pour  le  second  membre.  Si  m~  ii;  les  valeurs 
de  n  seront  o,  i ,  2, . . . ,  -<■  —  i  ;  celles  de  x  seront  tontes  imaginaires, 


2^-1-1,  les  valeurs  d 


de  X  seront  conjuguées  et  réciproques. 

Les  racines  de  i  i  étant  connues, 
multipliant  par  la  racine  arithmétique  de  A, 

Les  facteurs  réels  du  premi 
peuvent  se  décomposer  les  bi 
représentés  par  une  construcli 


s  les  autres  valeurs 


ier  et  du  second  degré,  dans  lesquels 
- 1  et  a^'  +  I ,  peuvent  être 
pie,  qui  dépend  de  la  divi- 
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sion  du  cercle  en  parties  égales,  et  qui  a  été  donnée  par  le  géomètre 
anglais  Cotes. 

9.  Cherchons  maintenant  à  extraire  la  racine  m"""  d'une  expression 
de  la  forme 

Nous  pouvons  la  mettre  sous  la  forme 

f,(coS3±:i/— iBina), 

en  déleraiinant  p  et  s  par  les  doux  équations 

p  coss  ==  17,     psina  =  i; 
(Voù 


Pour  plus  de  commodité,  nous  ne  prendrons  que  la  valeur  positive 
de  p.  Désignons  par  ç  le  plus  petit  arc  positif  ayant  pour  cosinus  - 

h  ^ 

et  pour  sinus  -;  on  pourra,  sans  que  ces  lignes  changent,  l'augmen- 
ter d'un  nombre  quelconque  de  circonférences,  et  l'on  aura 
«  =  È»/:^-p[cosiï-^2«,r)±^~sin(?  +  2«,.}]. 

On  aura  des  racines  m'"""  do  celte  expression  en  prenant  la  racino 
m'"""  arithmétique  de  p,  et  la  multipliant  par  !a  racine  du  second  fac- 
teur, que  l'on  obtiendra  par  ia  division  de  l'arc  ;  on  a  ainsi 


/  cos  1"^  "^'IL  ±  j/_  1  sin  !L±-Hi!I  j . 


Il  sui'ûL  évidemment  de  donner  'an  m  valeurs  consécutives,  posiiives 
ou  négatives;  toutes  les  autres  donneraient  les  mêmes  résultats.  De 
plus,  ces  m  valeurs  de  n  donnent  des  valeurs  différentes  pour  les  si- 
nus ou  cosinus  de-^^ ;  donc,  en  donnant  à  n  les  valeurs  o,  i, 

2,...,  m  — I,  toutes  les  valeuis  de  la  racine  cherchée  seront  dénuées 
par  la  formule 

'"^a  -by/^  =  f^  l'cos  '^'^^'"-.  ±  y/rrisin^-i-— ~y 
Cah.  in/.  D.  -  I.  28 
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les  signes  supérieurs  de  ^—i  se  correspondant,  ainsi  que  les  infé- 
rieurs. 

10.  La  transformation  tlo 

,-/,rrr    en    p{ies-      v    "^■'iml 

ramené  tontes  les  opérations  sur  les  quiniiies  imi^m'iires  d\\    op  ra- 
tions sur  les  expressions  de  la  foi  me 

C03=-^v'~--^^in'i 
et  nous  avons  vu  que  celles  ci  se  ramenaient  toutes  aux  opérations 
immédntement  inférieures  sur  les  arcs,  propriétés  tout  à  fait  ana- 
logues a  celles  des  exponentielles 

Cette  anilogie  -eia  encore  augmentée  par  les  fonoiderations  sui- 
vantes 

^intis  et  coumis  pai   dei  uponeniuli  i 


11.  Si  dans  le  développement  de  fi' on  change  ,^  en  .r/^i,  et  qu'or 
représent*  la  série  résultante  par  e*>''-^,  on  aura 


Si  l'on  convient  de  même  de  désigner  par  e-"^'  le  résultat  de  la 
substitution  de  —  a^/— j  à  x  dans  le  développement  de  é',  on  aura 


Ces  équations  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

(5) 
d'où- 

l'on  tire 

=  COSJ^  — i/— isina^; 

i  cos^ 

^é"'-'              ~ 

+  fi-''^-' 

(4) 

_^,CT 

—  e-"'-' 
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et  dans  toutes  ces  formules  il  ne  faut  pa^  oui  liei  que  tf  et  e-'"'-' 
n'ont  aucun  sens  comme  esponentielles  elles  ne  représentent  autre 
chose  que  les  séries  qu'on  obtient  en  sub'ihtuant  -i-^\/-,  et 
-—  x  v/^  dans  le  développement  de  e'  pt  f  i  iitint  i/— ï  de  la  manière 
convenue. 

42  li  eat  facile  de  d  montrer  que  ces  exponentielles  imaginaires 
doivent  êtie  traitées  dapiès  les  même»  rèjes  que  si  les  exposants 
étaienl  réels  _ 

Supposons,  par  etemple,  qu  il  &  agiose  de  multiplier  e"'-'  par  e^'^, 
enentendanf  toujours  par  là  les  séries  qui  représentent  ces  expres- 
sions, et  qui  peuient  êtie  remplacées  par  cosa^^- /^sina;  et 
cos?  -i-v^^sinj,  dont  le  produit  tst  cos(3?-i-7)  +  (/— ism(a;-Hj). 
Cette  dernieie  expiession  est  repri. tentée,  dans  le  même  sens,  par 
^u-tyi  'pi .  ^Qj^Q  ojj  pgyL  poser 

La  règle  des  exposants  réels  s'observe  donc  dans  la  multiplication  des 
exponentielles  imaginaires,  et,  par  suite,  dans  leur  division,  dansleur 
élévation  à  des  puissances,  et  dans  l'extraction  de  leurs  racines. 

On  pourrait  encore  déduire  cette  proposition  de  ce  que,  e'*''  étant 
égal  à  e"^  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  j:  et  /,  on  a  identique- 
ment 


^(r+rl      (,r- 


)(..f.i.-...). 


L'identité  ne  sera  pas  troublée  en  changeant  dans  les  deux  membres 
.V  en  ^\/^i,  ou  y  en  f^—i  ;  et  l'on  trouvera  toujours  les  mêmes 
termes  réels  ou  imaginaires  avec  les  mêmes  signes  r  d'où  l'on  conclut 


m  supposant  qu'on  change  seulement  jr  en  jiA 

f.U+j-ï^>_,,  e'£r^--'  =  e''(oos^-i-i/^"isinj')s 


13.  On  est  convenu  de  donner  le  nom  de  logarithmes  aux  exposants 
imaginaires,  comme  aux  exposants  réels.  Ainsi  ^-!-j-v/^  est  le  loga- 
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rithme  de  e'(cosj-4-i/— isin/);  et  pour  avoir  le  logarithmo  d'une 
expression  de  !a  forme  uièv^—i,  on  posera  d'abord 

<f  étant  la  plus  petite  valeur  positive  de  j-,  et  l'on  aura 

Si  i  =  o,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  du  logarithme  de  h, 

L'arc  <p  est  égal  à  o  si  tr  est  positif,  et  égal  à  tt  si  n  est  négatif.  On  a 
donc,  en  entendant  par  1-3  le  logarithme  arithmétique  du  nombre  «, 

Cette  dernière  espression  ne  donne  aucune  valeur  réelle  ;  la  premièri' 
en  donne  une  seule. 
En  faisant  a  —  i,  on  trouve 

li.  On  peut  exprimer,  au  moyen  dos  formules  précédentes,  les  ra- 
cines des  équations  de  la  forme 

En  effet,  on  en  tire  d'abord 


— f-V^-'- 


Si  l'on  a-Ç  —  '7  >  o,  ou  =:  o,  les  valeurs  de  j:  seront  les  racines  de 

quantités  réelles,  et  nous  avons  vu  comment  on  pouvait  les  exprimer 
au  moyen  des  lignes  tri  gon  omet  riques. 

Si  l'on   a— — 'l<<^-,    les    valeurs    de  x'"  seront    de  la    forme 
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aûib\/—\,  et  l'on  en  extraira  les  racines  m''™'",  comme  nous  l'avons 
indiqué  en  dernier  lieu. 

Si  l'on  forme,  d'après  les  valeurs  de  ces  racines,  les  facteurs  réels 
de  x™-^px''-t-q,  on  reconnaît  immédiatement  une  construction 
simple  qui  les  représente  géométriquement,  et  qui  repose  sur  la  divi- 
sion du  cercle  en  parties  égales.  Nous  nous  dispenserons  d'ontrer  dans 
ces  détails. 

Nous  terminerons  en  fiiisant  remarquer  que  les  expressions  imagi- 
naires sont  souvent  un  moyen  de  généralisation  qui  ne  saurait  être 
remplacé  par  aucun  autre.  Ainsi  la  décomposition  si  utile  des  poly- 
nômes algébriques  en  facteurs  du  premier  degré  n'est  possible  que  par 
l'emploi  des  imaginaires. 
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NOTE  IL 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIOMPiELLES. 


18.  Toute  fraction  rationnelle  de  x  peut  être  considérée  comme 
composée  d'une  partie  entière  par  rapport  h  x  et  d'une  fraction  dont 
le  numérateur  est  d'un  degré  moindre  que  le  dénominateur. 

fractions  plus  simples,  ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  premiers 
àef(x);  ce  qui  exige  d'abord  que  l'on  cherche  les  racines  decepo- 
iynfime.  Supposons-les  déterminées,  et  considérons  d'abord  le  cas  où 
elles  seraient  toutes  inégales  ;  dfeignons-les  par  a,  è,  c....,l.  Soient 
A,  B,  C, . . . ,  L  des  constantes  indéterminées,  et  proposons -nous  de 
satisfaire  à  l'identité 


ultipliB 

A 
int  par/(.K 

B 

.Tl=-;i 

fi')  .  . 

/(») 

(1)      ÎM^)  =  A_ 

Toutes  ces  divisions  indiquées  dans  le  second  membre  donnent  des 
quotients  entiers,  et  les  indéterminées  sont  en  même  nombre  que  les 
différents  ordres  de  termes,  relativement  à  ar  :  on  pourrait  donc  trou- 
ver leurs  valeurs  en  égalant,  suivant  ia  méthode  ordinaire,  les  coeffi- 
cients des  mômes  puissances  de  a:  dans  les  deux  membres.  Mais  il 
existe  dans  le  cas  actuel  un  moyen  beaucoup  plus  simple.  En  effet,  si 
l'on  fait  x^a,  l  identité  subsistera  toujours,  et  tous  les  terme*  du 
second  membre  disparaîtront,  excepté  A  ~~  ■  Pour  savoir  ce  qu  il 

devient,  on  pounait  lai re  d'abord  la  division  par  a:  ^  «,  puis  fure 
a!=  a  dans  lo  quotient  entier;  mais  il  vaut  mieux  tiiiter  h  fnft  Jn 
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'——-  d'après  la  règle  relative  aux  fractions  qui  se  réduisent  à-i  et 
l'on  voit  alors  qu'elle  se  réduit  a /'(a). 
Ainsi  l'bypothèse  a;  =  o  rédait  l'i(ientit(s  do  lii  formule  suivante  ; 

V[a)^kf'(a),     d'où    A  =  p^, 

et  comme  f'[a)  n'est  pas  nul,  puisque  «  n'est  pas  une  racine  mul- 
tiple, il  est  toujours  possibie  de  déterminer  A  de  manière  que  l'équa- 
tion (i)  ait  lieu  pour  x^a. 
On  voit  de  même  qu'en  prenant 

„       V{b)  Ffcl  _   ï'[l) 


réquatioE  (i)  sera  s; 
déduire  la  preuve  de  l'identité  (i)  ;  car  il  est  très-important  d'obser- 
ver, en  général,  qu'il  ne  sufSt  pas  d'avoir  trouvé  des  valeurs  pour  ies 
coefficients  indéterminés,  lorsque  l'on  n'a  pas  prouvé  d'avance  la  pos- 
sibilité du  développement.  Or  on  sait  que,  quand  deux  fonctions  entières 
de  X  sont  égales  pour  un  nombre  de  valeurs  particulières  de  x,  supé- 
rieur au  degré  au  terme  le  plus  élevé,  elles  sont  égales,  terme  pour 
terme.  Donc  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  sont  rendus  iden- 
tiques par  les  valeurs  trouvées  pour  A,  B,  C, . . . ,  L,  puisqu'ils  sont 
égaux  pour  les  diverses  valeurs  a,  b,  c,.-.,  l,  dont  le  nombre  sur- 
passe d'une  unité  le  degré  du  terme  le  plus  élevé. 

16.  S'il  y  avait  des  racines  imaginaires,  rien  ne  serait  changé  dans 
les  raisonnements  précédents.  Les  constantes  qui  se  rapporteraient  à 
deux  racines  conjuguées  ne  différeraient  i'une  de  l'autre  que  par  le 
signe  de  v^^,  et  les  deux  fractions  seraient  de  la  forme 

U-îi  t/"  M  -f-  y  v^~"    _ 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  les  imaginaires,  on  eifectuera  la  somme 
do  ces  deux  fractions,  qui  se  réduira  à 

3M(a'  — «)  -+-  a^N 
On  agirait  de  même  pour  toutes  ies  autres  racines  imaginaires. 
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17.  Supposons  maintenant  que  l'équation 

fi'-i  -  •> 

ait  à  la  fois  des  racines  inégales  et  des  racines  égales;  & 
quelconque  de  ces  dernières,  et 

le  polynôme  <^{x]  n'admettant  plus  le  facteur  (a;  —  <7  )  ;  pot 


FM            A                  A, 

A,                 ,    A, 

Vw    (i-»r    i»--<.r 

-'*(»-")—*■■■""»■ 

,  en  multipliant par/(a?), 

,1  F(«)-A,(i)+A,(x- 

o),(i)-tA,(i-«)',(, 

'i                +  A,.,  (:>-„)- 

,(i)  +  P(i-<,)-. 

(2) 

Le  nombre  des  coefficients  du  polynôme  P,  ajouté  au  nombre  des  con- 
stantes A,  A,,...,  A,^,,  est  égal  au  nombre  des  termes  de  cette  équa- 
tion, et  il  s'agit  de  les  déterminer  de  manière  à  la  rendre  identique. 
Si  l'on  y  fait  ir  =  a,  on  obtient 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  A,  Différentjant  l'équation  (a)  et  faisant 
ensuite  ^=  a,  il  vient 

F'(«)  =  A,'(«)-i-A,,(o). 

Différentiant  successivement  la  même  équation  et  faisant  ensuite  cc  =  a, 
on  introduira  à  chaque  fois  un  nouveau  coefficient,  et  l'on  pourra  ainsi, 
au  moyen  de  m  —  \  différentjations,  déterminer  A,  A^, . . . ,  A,„_i.  Les 
termes  provenant  de  P(a:  — n)"'  disparaîtront  tous  par  l'hypothèse 

Cherchons  la  formule  générale  qui  représente  toutes  ces  équations 
successives,  et,  pour  cela,  différentions  p  fois  l'équation  (a). 

Pour  savoir  ce  qui  reste  de  chacun  des  termes  quand  on  fera  x  =  a 
après  la  différentialion,  considérons  le  terme  général  A„{jr.—  (!)"ij{j^). 
On  trouvera  sa  dérivée  de  l'ordre  p  au  moyen  de  la  formule  ronnuo 


^'''"-■'0-B--t-,.^QR-. 


y  Google 


DÉCOMPOSITIOS    DES    FRACTIONS    EATÏONKIÎLLF.S .  44  I 

dans  laquelle  les  exposants  de  Q  et  R  sont  des  indioDs  de  différentia- 
tion.  On  aura  ainsi 


l  X  (^  -  «)'-"+'/(,r)  +  . . .  (^  -  ^.)"f"(-^)- 

Si  p  est  plus  grand  que  ",  les  premiers  termes  auront  des  eïposants 
négatifs,  et  on  devra  les  omettre,  parce  que  leurs  coefficients  seront 
zéro  ;  cela  tient  à  ce  que,  quand  {x  —  a)  sera  affecté  de  l'exposant 
zéro,  il  donnera  zéro  pour  dérivée. 

Voyons  maintenant  ce  que  devient  le  second  membre  de  l'équa- 
tion { 3  )  quand  on  y  fait  .c  =  «.  Si  l'on  a  />  <  /;,  il  se  réduit  à  zéro. 
Si  l'on  a/j  =  n,  il  se  réduit  à  son  premier  ferme  n{n  —  i)...o..ia[a). 
EnQn  si  l'on  a  p<rt,i\  faudra  se  borner  à  prendre  le  terme  qui  en  a 
p  —  n  avant  lui,  parce  qu'il  aura  zéro  pour  exposant;  les  précédents 
auraient  donc  un  exposant  négatif  et  doivent  être  omis,  comme  nous 
l'avons  dit  ;  et  les  suivants  deviendront  nuls  quand  on  fera  ^  =  n.  Le 
second  membre  de  l'équation  (3)  se  réduit  donc  alors  à 

p[p  ~i)-  ■  .[p  ~ n  -h  i)f-"{a). 
Donc  l'équation  (2),  différentiée /ï  fois  en  supposant/)  <ra,  donnera, 
pour  a:  =  a,  en  observant  qu'il  faut  s'arrêter  an—  p, 

i-^^[o)  =  È,f[a)+pk^f-'[a)-^  p{p-i)Kf-~-[a)^... 

(4)  -i-p{p-i)...{p-n  +  ^)Kf-^{<t)^--- 
{  -^p[p-i)...^.ik^o[a). 

Telle  est  l'équation  générale  qui,  en  donnant  à  /i  toutes  les  valeurs 
entières  depuis  o  jusqu'à  m  —  i  inclusivement,  fournira  m  équations, 
d'oiï  l'on  déduira  successivement  chacune  dos  quantités  A,  A,,..,  A„_|. 
Ces  équations  sont  les  suivantes  : 

!   F  W-A,  (,,), 
F'W=A,'W  +  A,(«), 

I  F-W~At-(o)-hA,ç'W  +  2.,a,,(o), 

(5)  {  F»=At-(») *3A, ,■(»)  +  3.»A,,'M ^-  3.2.iA.,(«), 

-■(n)-,A,-(„)+(,„-,)A,,--M+(„,-,)(,„-»)A,,—W-r... 
*|»-,)(,„-»)...».,A.._,,(«). 


y  Google 


44^  MoxB  II. 

La  première  équation  donne  la  valeur  de  A,  et  ce  sera  la  seule  incon- 
nue si  «i  =  I ,  la  deuxième  hit  ensuite  connaître  immédiatement  A,,  la 
troisième  Aj,  et  ainsi  de  suite  jusqu  à  A^_j  :  et  il  n'y  aura  jamais  im- 
possibilité, parce  que,  le  coefficient  du  dernier  terme  n'étant  jamais 
zéro,  on  trouvera  toujours  une  valeur  finie  pour  chaque  inconnue. 

Il  reste  à  prouver  que,  lécipioquement,  si  l'on  prend  pour  A, 
A, . . . ,  A„_|  les  valeurs  amfi  déterminées,  on  aura  satisfait  à  l'iden- 
tité (a).  En  effet,  ce'-  valeuis  sont  tirées  des  équations  (5),  qui  expri- 
ment que  l'hypothèse  r  —  a  annule  le  polynôme  suivant  et  ses  m  —  ! 
premières  dérivées, 

F(^)-A9(.r)-A,l.-E-r/}v(,^)-A,(.^-«)V(^)...-A,„_,(^-'^("'-î(.r). 

Donc,  d'après  un  théorème  connu,  ce  polynôme  est  divisible  par 
(a:  —  a)'"  et  peut  être  rais  sous  la  forme  V{x  —  a)",  P  étant  un  po- 
lynôme entier  qu'il  sera  facile  de  connaître.  Donc  les  identités  ja)  et 
(i)  seront  satisfaites. 
Cela  posé,  on  pourra  traiter  d'une  manière  semblable  la  fraction 

-T— 7  relativement  à  une  autre  racine  multiple,  si  elle  en  renferme, 
et  continuer  ainsi  jusqu'à  la  dernière.  I*i  fraction  ■—' — ^^  sera  donc  dé- 
composée en  fractions  dont  les  numérateurs  seront  indépendants  de  a:, 
et  dont  les  dénominateurs  ne  renfermeront  respectivement  qu'un  seul 
facteur  premier  de/(3;),  élevé  à  une  puissance  égale  ou  inférieure  au 
degré  de  multiplicité  de  ce  facteur. 

De  plus,  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  décomposition  ne  peu  t 
se  faire  que  d'une  seule  manière  ;  car  si  les  constantes  relatives  à  la 
racine  a,  par  exemple,  étaient  susceptibles  de  plusieurs  valeurs,  on 
devrait  îes  trouver  toutes,  soit  que  le  calcul  fût  fait  d'abord  pour  cette 
racine,  ou  pour  toute  autre.  Or  nous  avons  reconnu  que  les  constantes 
A,  A„ , . . ,  A„,_|  ne  pouvaient  avoir  chacune  plus  d'une  valeur.  Donc  il 
n'est  possible  de  décomposer  la  fraction  que  d'une  seule  manière  en 
fractions  simples  de  la  forme  proposée. 

On  conclut  de  là  que,  pour  les  racines  autres  que  la  première  a,  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  recommencer  les  calculs  sur  le  polynôme  P 
et  les  suivants.  Il  suffira  de  changer  dans  les  équations  (5)  les  quan- 
tités m,  a  et  ïi(a^)  en  celles  qui  se  rapporteront  à  toute  autre  racine 
de  l'équation /(a;)  =  o;  car  c'est  ce  que  l'on  obtiendrait  en  commen- 
çant successivement  par  chacune  d'elles. 

^8.  Les  calculs  précédents  exigent  que  l'on  forme  le  polynôme  (ji{^) 
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qui  est  le  quotient  de  la  division  de  /(■«)  par  [a^  —  «)"'.  On  peut  sa 
dispenser  de  faire  cette  opération,  et  exprimer  ^  (n),  ^'{a),...,  ^'"''('''l) 
au  moyen  des  dérivées  de  la  fonction /{.j^)  elle-même:  on  les  substi- 
tuera ensuite  dans  l'équation  générale  (4),  de  laquelle  se  tirent  toutes 
les  équations  (5).  Or,  si  l'on  différentie  les  deux  membres  de  l'équa- 

ils  se  réduiront  à  zéro  par  l'hypotîièse  a;  =  a,  si  le  nombre  des  diffé- 
rentiations  est  inférieur  à  m.  Supposons-le  donc  égal  km-hp,p  étant 
un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Il  est  inutile  de  répéter  ici  ce  qui  a  été  dit  au  sujet  de  l'équation  (  3  ), 
et  l'on  aura,  en  faisant  ^  —  a  dans  les  dérivées  de  l'ordre  m -h  p, 

doti 
L'équation  [  4  )  devient,  par  là, 


F'(«)  =  A 


"■(".-HP- s).-.|;'  +  "l  '»■('"-■)■.■(,■'-<-■) 


Si  l'on  donne  à  p  toutes  les  valeurs  depuis  o  jusqu'à  /«  —  i , 
pour  déterminer  A,  A,,...,  A„_|,  les  m  équations  suivantes  : 


''W  =  '^nfcTr^+-*.; 


P(o)  =  A 


(,»+»).. .3"'" "'(»■+■). ..3  ■  ''■,«...3' 


F—W^A 


jr::^i!t}_  ^ .    /-(^^  ,,....^ .    £im. 


19.  Les  calculs  précédents  peuvent  s'appliquer  aux  racines  imagi- 
naires égales,  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles;  mais  les  réductions 
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entre  les  termes  homologues  relatifs  aux  racines  conjuguées  ne  donnent 
pas  immédiatement  des  résultats  aussi  simples  que  le  mode  de  décom- 
position que  BOUS  allons  faire  connaître. 

Soient  K  ±  Êv/^  deux  racines  multiples  de  l'ordre  m  do  l'équation 
f{x)  =  o,  de  sorte  que  l'on  ait 


On  posera 

]?(■•■)- 

F(^)           A^-+-i3                A,.r  +  B, 

A,„ 

.,«+11.,-. 

/(»)    ((X— 4'+6']-  '  i(.,.-î,r+6-i'" 

-.)-+6'J 

+  (A„,..,^  +  B,„.,)[(^-«)=H-S"]'-'ï[,^)-^P[(^--«)'-^S']'". 

Le  nombre  des  coefficients  indéterminés  est  égal  au  nombre  des  termes 
qu'il  faut  égaler  de  part  et  d'autre,  en  ayant  égard  à  ceux  du  poly- 
nôme P.  Mais  nous  nous  proposons  ici  de  déterminer  seulerfient 
A,  B,  A„  B,,...,  A„_,,  B,„_,.  Or,  si  l'on  fait  j:  =  a ± S 4/^  dans 
la  dernière  équation  et  dans  ses  dérivées  successives,  chacune  des  équa- 
tions ainsi  obtenue  se  partagera  en  deux  autres,  à  cause  de  la  quan- 
tité imaginaire  i/— i  ;  et  de  plus  il  s'introduira  dans  chaque  nouvelle 
équation  deux  nouveaux  coefficients  inconnus.  Ainsi  la  première  dé- 
terminera A  et  B,  la  seconde  A,  et  B, ,  et  la  m'""'  A„_|  et  B„_| . 

Ces  mêmes  formules  s'appliqueraient  aux  autres  racines  imaginaires 
égales,  en  changeant  convenablement 

On  pourrait  encore,  comme  dans  le  cas  des  racines  réelles  égales,  se 
dispenser  de  former  le  quotient  lî(^),  et  faire  dépendre  sa  valeur  et 
celle  de  ses  dérivées,  pour  x~  ad^ê  ^—  1 ,  des  valeurs  que  prennent, 
dans  la  même  hypothèse,  les  dérivées  de/(ic);  mais  les  formules  sont 
moins  simples  que  dans  le  cas  précédent. 
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NOTE  III. 

IIÈC1.ES  DE  COTJVERCENCR  T>ES  SÉRIES. 


On  appeîle  série  une  suite  de  lermes  positifs  ou  négatifs  dont  le 
nombre  est  infini. 

On  dit  qu'une  série  est  convergente  lorsque  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  tend  vers  une  limite  déterminée,  à  mesure  que  n  aug- 
mente indéfiniment.  Elie  est  divergente  dans  le  cas  contraire. 

20.  Le  développement  en  séries  peut  être  très-utile  pour  la  déter- 
mination approchée  des  grandeiiis,  sojt  constantes,  soit  variables; 
mais  on  ne  peut  évidemment,  dans  des  calculs  soit  numériques,  soit 
algébriques,  remplaeei  une  quantité  quelconque  par  une  série,  que 
lorsque  celle-ci  a  pour  limite  cette  quantité  même.  Il  est  donc  néces- 
saire de  connaître  quelques  caractères  d'api  es  lesquels  on  puisse  juger 
si  une  série  donnée  est  ou  n'est  pas  convergente.  Nous  allons  exposer 
les  règles  les  plus  simples  qui  ont  été  données  à  cet  effet,  et  dont  quel- 
ques-unes sont  tirées  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Caucby. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  somme  des  termes  d'une  série 
ne  peut  tendre  vers  une  limite  déterminée,  si  la  grandeur  des  termes 
ne  tend  pas  vers  zéro.  Cela  est  tout  à  fait  évident,  lorsque  les  termes 
sont  tous  de  même  signe,  parce  qu'alors  leur  somme  croîtrait  indéfi- 
niment avec  leur  nombre;  mais,  lors  même  qu'ils  seraient  de  signes 
différents,  les  sommes  successives  ne  pourraient  avoir  une  différence 
moindre  que  toute  quantité  donnée  avec  une  grandeur  déterminée, 
puisque  deux  sommes  consécutives  auraient  toujours  entre  elles  une 
différence  finie,  qui  serait  le  terme  auquel  s'arrête  la  dernière. 

Il  est  donc  indispensable,  pour  qu'une  série  soit  convergente,  que 
ses  termes  aient  pour  limite  zéro;  mais  cela  n'est  pas  suffisant,  comme 
nous  aurons  occasion  de  le  reconnaître.  Il  faut  toujours  s'assurer 
qu'après  avoir  dépassé  un  assez  grand  nombre  de  termes,  à  partir  du 
commencement,  et  s' arrêtant  à  «n  terme  quelconque  au  delà,  la  somme 
des  suivants,  quelque  nombre  que  l'on  en  prenne,  est  au-dessous  d'une 
quantité,  qui  peut  être  supposée  aussi  petite  que  l'on  voudra. 


y  Google 


446  HOTE    m. 

Il  est  encore  bon  de  remarquer  que,  si  une  séné  est  convergente 
quand  on  prend  tous  ses  termes  avec  le  même  siçne  elle  le  sera  en- 
suite quand  on  multipliera  tous  ses  termes  par  un  même  nnmbre  quel 
conque,  ou  même  par  des  nombres  différents  positifs  ou  negitifi 
pourvu  qu'ils  restent  finis.  En  effet,  puisque  ia  somme  arithmétique 
des  termes  de  la  première  série,  qui  sont  au  delà  d  un  (,ertam  ian„, 
peut  être  supposée  moindre  que  toute  grandeur  donnée  il  en  «era  de 
même  dans  la  seconde  ;  car  la  somme  de  ses  termes  au  dcli  du  même 
rang,  lors  même  qu'on  les  prendrait  tous  avec  le  même  signe  sera 
moindre  que  la  somme  des  correspondants  de  fa  prermere  mullipliée 
par  le  plus  grand  des  facteurs  introduits,  qui  est  hi  ppo^i-  In  i 


offre  un  exemple  d'une  suite  indéfinie  de  termes  décroissant  indéfini- 
ment, et  dont  la  somme  n'a  pas  de  limite.  En  effet,  faisons  la  somme 


des  //  termes  qui  suivent  -  i  ou 


elle  est  évidemment  plus  grande  que 

—  -i -!  . . .  -I ou    ■ —  5     ou  enfin    -  • 

Donc,  à  quoique  terme  que  l'on  s'arrôle  dans  la  série  en  question,  on 
peut  toujours  en  prendre  un  assez  grand  nombre  à  la  suite,  pour  obte- 
nir un  nombre  plus  grand  que  -;  et,  par  conséquent,  la  somme  des 
termes  de  cette  série  ne  tend  pas  vers  une  limite,  et  peut  croître  indé- 
finiment. 

Séries  dont  tous  îss  termes  sont  positifs. 

22.  Pheuier  thÉobÈme.  —  Une  série  est  convergente,  lorsque  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  une  limite  plus  petite  que 
l'unité,  à  mesure  que  le  nombre  qui  exprime  son  rang  dénient  déplus 
en  plus  grand.  Elle  est  divergente  lorsque  cette  limite  est  plus  grande 
que  l'unité. 

Soit  la  série 


y  Google 


REGLES   DE   COMVEUGEKCE   DES    SÉRIES.  44? 

et  supposons  que  -'^^  ait  une  limite  A  plus  petite  que  l'unité.  Soit  a 
un  nombre  déterminé  quelconque,  compris  entre  j  et  A;  -^'^  finira 

par  être  constamment  inférieur  à  a,  quand  n  aura  dépassé  «ne  cer- 
taine valeur.  En  considérant  la  série  à  partir  d'un  terme  quelconque, 
au  delà  de  eetlfl  valeur,  on  aura  cette  suite  indéSnie  d'inégalités 


Tous  les  termes,  à  partir  de  «,,+1,  sont  donc  inférieurs  à  cous  do  la 


qui  est  une  progression  géométrique  décroissante,  et  qui  a,  par  con- 
séquent, une  limite.  Donc  aussi  la  série  proposée  a  une  limite,  puisque 
ia  somme  de  ces  termes,  tous  positifs,  va  constamment  en  augmentant, 
et  reste  néaumoins  au-dessous  d'une  certaine  quantité  finie. 

Il  est  même  facile  d'apprécier  une  limite  de  l'erreur  commise  en 
s'arrétant  à  un  terme  quelconque.  En  effet  on  a 

lim(!(„-i-«„^, -^.,.)<~£;^- 

L'erreur  commise  en  s'arrêtant  au  terme  «„_,  inclusivement  est  donc 
moindre  que  — ^-  •  Or  u„  est  une  quantité  connue,  qui  peut  être 

aussi  petite  que  l'on  voudra,  puisque  les  termes  de  la  série,  étant  au- 
dessous  de  ceux  d'une  progression  géométrique  décroissante,  peuvent 
devenir  moindres  que  toute  quantité  donnée  :  quant  à  a,  i!  sera  en 
général  assez  facile  d'en  avoir  une  valeur  sufiisamment  approchée. 

11  est  évident  que  notre  raisonnement  ne  suppose  pas  que  — ^^  ait 
réellement  une  limite,  mais  seulement  qu'il  finisse  par  être  toujours 
au-dessous  d'un  nombre  détermine,  plus  petit  que  l'unité.  Nous  nous 
sommes  exprimé  ainsi,  parce  que  ce  n'est  que  dans  des  cas  très-excep- 
tionnels que  cette  fonction  do  n  a  une  valeur  indéterminée  lorsque  n 
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augmente  indéfiniment.  Cotte  remarque  s'appliquera,  a  tout  ce  qui 


23.  Êi,  au  contraire,  on  avait  k>i,  on  finirait  par  avoir— ii>û:, 

a  élanl  compris  entro  i  et  /,  et,  par  conséquent,  plus  grand  que  l'u- 
nité. On  aurait  alors 

Les  termes  do  la  série  proposée  croîtraieot  donc  indéfiniment,  et,  par 
conséquent,  à  plus  forte  raison,  la  série  n'aurait  pas  de  limite.  Elle 
serait  donc  divergente. 

Si  l'on  avait  A  =  i,  on  ne  pourrait  rien  affirmer;  et,  dans  ce  cas,  il 
peut  arriver  qu'une  série  soit  convergente,  ou  qu'elle  soit  divergente. 

24.  Toutefois  il  est  bon  de  remarquer  que,  si  le  rapport  — ^  finit 

par  être  toujours  au-dessus  de  sa  limite  i,  la  série  est  divergente;  car 
alors  les  termes  finissent  par  aller  toujours  en  croissant  ;  et,  comme 
ils  sont  tous  positifs,  leur  somme  peut  devenir  plus  grande  que  toute 
quantité  donnée,  puisqu'il  en  serait  ainsi  lors  mSme  qu'ils  conserve- 
raient une  valeur  constante,  quelque  petite  qu'elle  fût, 

23.  Si  la  sério  ost  ordonnée  jiar  rapport  aux  puissances  d'une  va- 
riable X,  et  que  l'on  ait  généralement  u^  =  A„j;",  le  rapport  — ^^ 

deviendra  -f^  ^  ;  et,  en  désignant  par  /■  la  limite  du  rapport  ~i ,  la 
condition  de  convergence  sera 


Ainsi  la  série  sera  convergente  tant  que  j^  sera  plus  petit  que  j-,  ot 
divergente  quand  il  sera  pins  grand  que  y-  Il  pourra  y  avoir  incerti- 
tude quand  X  sera  égal  à  j  • 
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Des  remarques  analogues  pourront  être  faites  au  sujet  des  règles 


20.  En  appliquant  la  règle 


et,  par  conséquent, 

la  série  est  donc  convergente.  Sa  limite  est  fractionnaire  et  comprise 

entre  a  et  3  ;  car  la  suite  des  termes  -  -i-  ^—^  -t-  ...    est  inférieure  à 

celle  de  la  progression  qui  commencerait  par  les  deux  premiers  termes, 
et  la  limite  do  cette  dernière  est  moindre  que  l'unité.  Pour  avoir  iino 

limite  de  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  au  terme 1  on  remar- 


quera que  le  rapport  — ^  allant  toujours  en  diminuant,  les  termes 

suivants  sont  au-dessous  de  ceux  de  la  progression  géométrique,  dont 
îes  deus  premiers  termes  seraient  ceux  qui  suivent  immédiatement 

,  c'est-à-dire 


Donc  la  somme  des  fermes  qu'on  néglige  dans  la  proposfio  est  infé- 
rieure à  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  progression,  qui 


C'est  dono  là  une  limite  de  l'erreur  commise  ens'arrêtant  à  • 

On  pourrait  prendre,  à  plus  forte  raison,  comme  limite,  l'expression 
plus  simple 


dont  la  valeur  est  plus  grande  que  la  première. 

Cala.  Inf.  D.  ~  I. 
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Cette  sÉrie  est  d'un  grand  usage  dans  l'Analyse,  et  l'on  désigne  ordi- 
nairement sa  limite  par  la  lettre  e. 

I\  est  facile  de  démontrer  que  sa  valeur  est  incommensurable. 

En  eiîet,  supposons  qu'oUe  soit  commensurable  ;  comme  elle  n'est 
pas  entière,  elle  sera  représentée  par  une  expression  fractionnaire  irré- 
ductible -1  q  étant  >  1  ;  on  aurait  ainsi  l'égalité 


En  multipliant  les  deux  nombres  i 

\.1...{q-\]}J=.\.%...fl 


Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  fractionnaires  du  second  membre 
est  plus  petite  que  l'unité,  puisque  ces  termes  sont  inférieurs  à  ceux 
de  la  progression  géométrique 


9^1        (.y^.)'         ■" 

dont  la  limite  est  —,  et,  par  conséquent,  plus  petite  que  l'unité.  Donc 

la  limite  du  second  membre  de  la  dernière  équation  ne  serait  pas  égale 
au  premier;  ce  qui  est  absurde.  XI  résulte  de  là  que  la  limite  de  la  série 
proposée  ne  pouvait  être  égalée  à  un  nombre  commensurable.  Cette 
limite  est  donc  incommensurable,  comme  nous  voulions  le  démontrer. 


27.  La  quantité  que  nous  avons  désignée  par  e  peut  être  Ci 
comme  la  limite  d'une  autre  expression  remarquable  que  nous  allons 
faire  connaître. 

Désignons  par  m  un  nombre  entier  positif  croissant  indéiiniment,  et 
considérons  l'expression 


qui  se  présente  sous  la  forme  indéterminée  i",  quand  on  y  fait  m  in- 
fini. Pour  déterminer  la  limite  vers  laquelle  elle  tend,  quand  m.  croît 
indéfiniment,  développons-la  suivant  la  formule  ordinaire  du  binôme  ; 
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nous  aurons 

Tous  les  termes  du  second  membre  sont  positifs,  et  leur  nombre  est 
fini  et  égal  à  m-Hi.  On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 


On  voit  d'abord  qu'un  terme  quelconque,  de  rang  détermmé  et  inva- 
riable, augmente  en  même  temps  que  m  ;  et  comme  le  nombre  total 
des  termes  augmente  aussi,  leur  somme  augmente  constamment.  D'où 


•(■-i)" 


On  reconnaît  encore  que,  les  numérateurs  des  termes  qui  forment  le 
second  membre  de  l'équation  (il  étant  moindres  que  l'unité,  ces  termes 
sont  au-dessous  des  correspondants  de  la  série 


dont  la  limite  est  e.  D'ofi  l'on  conclut  déjà  que  (  i-i — ^  j     est  toujours 

moindre  que  e;  mais  nous  allons  démontrer  qu'il  s'en  approche  indé- 
finiment. 
En  eifet,  le  terme  qui  en  a  n  avant  lui  dans  ie  développement  (i) 

tend  indéfiniment  vers  — — —  à  mesure  que  m  croît.  Donc  la  somme 

des  «  -M  premiers  termes  de  ce  développement  peut  différer  aussi  peu 
qu'on  voudra  de  la  somme  s„  des  correspondants  de  îa  série  (a),  quel- 
que grand  que  soit  le  nombre  déterminé  n.  Mais  la  différence  entre  j„ 
et  e  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée;  donc  il  en  est 
de  mSme  de  celle  qui  existe  entre  e  et  la  somme  dos  «  -m  premiers 
termes  du  développement  (ij,  et,  à  plus  forte  raison,  de  la  différence 
39. 
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qui  existe  entrée  et  lo développement  (i)  tout  entier,  ou  f  1+ —  i  • 
Donc  enfin  f  i-h  -  )  tend  vers  la  limite  e  lorsque  m  croit  indéfini- 
ment, on  restant  toujours  entier. 

Considérons  maintenant  des  valeurs  positives,  non  entières  pour  m. 
Faisonsn(  =  fi-i-;,;  étant  une  quantité  positive  moindre  que  l'unité,  et 
fi  un  nombre  ontier.  L'expression  (  i  -t-  —  j  devient  f  i  -(-  -^■■^—  j  r 
or  on  la  rendra  plus  grande  si  l'on  diminue  le  dénominateur  fi  -f-  s  et 
qu'on  augmente  i'esposant  p  -h  s;  et  on  la  rendra  plus  petite  en  aug- 
mentant le  dénominateur  et  diminuant  l'exposant.  L'expression  pro- 
posée sera  donc  comprise  entre  les  deux  suivantes  : 

que  l'on  peut  mettre  respectivement  sous  la  forme 

Or  il  est  évident  qu'elles  tendent  l'une  et  l'autre  vers  la  limite  e,  puis- 
que \i  est  entier,  et  que  d'ailleurs  le  facteur  i  -i —  et  le  diviseur 
i-\ — ~ —  tendent  vers  l'unitj^  à  mesure  que  /*  augmente.  Donc  enfin 

la  quantité  intermédiaire  (  i-i —  J  tend  vers  e,  de  quelque  manière 
que  varie  la  quantité  positive,  indéfiniment  croissante,  désignée  par  m. 

Si  l'on  pose  —  =  a,  on  énoncera  le  même  résultat  de  cette  autre 
manière. 

L'expression  (1+  a)  "tend  vers  la  limitée  lorsque  a  est  une  quan- 
tité positive  qui  tend  vers  zéro,  suivant  une  loi  quelconque. 

11  reste  à  considérer  ie  cas  de  — )  ou  de  a,  négatif  et  tondant  vers 
zéro.  On  posera,  dans  ce  cas,  n-  a ^j  §  sera  une  quantité 
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positive  tendant  vers  zéro.  On  tirera  de  cette  relation 


et,  par  suite, 

Or,  e  étant  positif,  (r  +  @)^tend  vers  e,  lorsque  S  tend  vers  zéro;  de 

plus,  i-i- étend  vers  l'unité;  donc  (i  +  a)°lend  encore  vers  e,  lors- 
que a  est  négatif. 

Ainsi,  lie  quelque  manière  que  la  quantité  a  tende  vers  zéro,  l'ex- 
pression [i  ■+■  a)»  tend  vers  la  limite  e. 

Remarque.  —  Puisque  {i  +  a)'  a  pour  limite  e,  son  logarithme  né- 
périen aura  pour  limite  i ,  Donc 


Ainsi  H  étant  infiniment  petit,  on  pourra  substituer  a  à  l(i  -:-  «)  dans 
les  rapports  dont  on  cherchera  la  limite. 

28.  Si  au  lieu  de  (  n- —  1    on  avait  développé)  i+  —  J  ;  on  au- 
rait trouve  pour  limite,  au  lieu  de  la  série  (2),  la  suivante  ; 


qui  est  convergente,  quel  que  soit  a;,  en  vertu  de  la  règle  précédente. 
Or 

enposmt—  =  k;  et  «tend  vers  zéro,  quel  que  soit  it,  lorsque  m  croît 
indéfiniment  :dono  lu ]    a  pour  limite  e"  quel  que  soit  ,r,  et  l'on 
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a,  par  conséquent,  l'identité  suivante  : 


Ce  développement  imporlant  conduit  immédiatement  Ji  celui  do  cr'i 
a  étant  un  nombre  quelconque.  En  effet,  a  =  é",  h  caraciénsiique  I 
désignant  les  logarithmes  dans  la  base  e,  qui  e--t  celle  de  Néper  On 
aura,  par  suite,  ef=  if'",  et,  par  conséquent, 


elle  sera  convergente  si  l'on 


Elle  sera  divergente  si  l'on  a  a^  >  i ,  et  les  termes  croîtront  indéfini- 
ment. Lorsque  l'on  a  ^  ==  i,  la  limite  de  -^'  devient  l'unité,  et  nous 

avons  dit  qu'on  ne  peut,  dans  ce  cas,  prononcer,  en  général,  sur  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  série;  mais  il  n'y  a  pas  ici  d'incer- 
titude; car  la  série  devient 


et  nous  avons  reconnu  précédemment  que  la  somme  des  termes  de 
cotte  série  est  infinie. 

Remarque.  —  Si  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  est 
convergente  pour  a;  =  n,  elle  îe  sera  pour  toute  valeur  de  a;  ayant  une 
valeur  absolue  moindre  que  a. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  d  la  différence  de  deux  exposants  con- 
sécutifs, le  rapport  de  deux  termes  généraux  consécutifs  sera  -~  x"; 

d'après  l'hypothèse  a^  lim  -~  est  tout  au  plus  égal  à  i .  Si  donc  on 
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met  au  lieu  de  a  un  nombre  a  plus  petit  numériquement,  on  aura 

a"  lim  -jii  <  1,  et  ]a  série  sera  par  conséquent  convergente  pour  «■=  -^. 

Autre  remarque.  ~-  Si  «ne  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 

sances  de  a;  a  ses  coefïîcients  constants,  et  que  l'on  ait  x''  lim  — ^  <  ■ 

pour  une  certaine  valeur  de  x,  les  dérivées  de  ses  termes  formeront 
une  série  convergente  pour  cette  valeur  de  j:. 
En  effet,  soient  les  deux  fermes  consécutifs 

Le  rapport  de  leurs  dérivées  sera  — ■  — =^ 

-~  3^  qui  est  plus  petite  que  l'unité.  La  série  des  dérivées  est  donc 

convergente. 

On  peut  m6me  démontrer  que  la  somme  de  cette  série  est  la  déri- 
vée de  la  somme  de  la  première.  . 

29.  Dedxièmb  THioKÈMB.  ^  Une  série  dont  le  terme  général  est  ii^ 

est  mnoergente   lorsque   «^  tend  vers  aiie  limite  k  plus  petite  que 
l'imité,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Elle  est  divergente  lorsque 
la  limite  /-  est  plus  grande  que  l'unité. 
Supposons  d'abord  k<ii,  et  soit  a  un  nombre  quelconque  compris 

entre  A-  et  i  ;  d'après  l'hypothèse,  tij  finira  par  être  constamment 
moindre  que  a,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à  l'infini.  On 
aura  alors  ies  inégalités  suivantes  : 


Donc,  à^  partir  d'une  valeur  convenabio  de  n,  tous  les  termes  de  la 
série  sont  au-dessous  de  ceux  de  la  progression  géométrique  décrois- 


donc  la  série  proposée  a  une  limite;  et  l'oi 
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grande  que  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  à  a.^^_,,  en  prenant  la  limite 


Supposons  maintenant  ^-  >  i ,  et  soit  encore  «  un  nombre  quelconque 

compris  entre  A-  et  i;  on  finira  par  avoir  «j;>  a,  au  delà  d'one  certaine 
valeur  de  n,  et  l'on  aura  alors  les  inégalités 


d'où  i!  suit  qu'à  partir  de  «„  les  termes  de  la  série  sont  au-dessus  du 
ceus  de  la  progression  géométrique  croissante 


Ils  croissent  donc  eux-mêmes  indéfiniment,  et  la  série  proposée  est 
divergente. 

Enfin,  si  l'on  avait  A  =  i,  on  ne  pourrait  affirmer,  en  général,  si  la 
série  est  convergente  ou  divergente. 

30.  TiiOisiÈMB  THÉonÈMB.  —  Si  les  fermes  d'une  série 

vont  constamment  en  décroissant  à  partir  du  premier,  cette  série 
sera  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  lu  si. 


En  effet,  supposons  d'abord  la  première  série  convergente.  Ses  termes 
allant  constamment  en  décroissant,  on  aura  les  relations  suivantes  : 


j6«,,<3«,-!- 


Ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités  et  inégalités  en  nombre  infini, 
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m  voit  que  la  somme  des  premiers  membres,  qui  sont  les  termes  de 
a  série  {2),  sera  au-dessous  de  la  somme  de  ceux  de  k  suivante,  ter- 
minés au  même  indice  de  a, 


Or  cette  série  n'est  autre  chose  que  la  série  (i)  dont  on  aurait  doublé 
les  termes,  excepté  le  premier.  Elîe  a  donc  une  limite,  et,  par  consé- 
quent, la  série  (2)  en  a  une  à  plus  forte  raison.  Ainsi,  d'abord  la  con- 
vergence de  la  première  série  entraîne  celle  de  la  seconde.  Supposons, 
en  second  lien,  la  série  (i)  divergente,  ses  termes  allant  toujours  en 
décroissant  ;  on  aura  évidemment  les  relations  suivantes  ; 


Ajoutant  les  premiers  membres  entre  eux,  ainsi  que  les  seconds,  on 
reconnaît  que  la  somme  des  termes  de  la  série  (2]  est  plus  grande  que 
la  somme  de  ceux  do  la  série  (i),  terminés  à  celui  d'indice  double;  et 
comme  cette  dernière  croît  indéfiniment  par  hypothèse,  il  en  est  do 
même  de  l'autre.  D'où  il  suit  encore,  comme  on  voulait  le  démontrer, 
que  la  divergence  de  la  série  (i)  entraîne  celle  de  la  série  (2).  Donc, 
enfin,  les  deux  séries  proposées  sont  toujours  ea  m6me  temps  conver- 
gentes ou  divergentes. 

31.  Prenons  par  exemple,  pour  la  série  (1),  la  suivante: 


Or  cette  dernière  est  nno  progression  géométrique  dont  !a  raison  est 
2'"^,  Elle  est  décroissante  si  Ton  a  fi  >  i ,  et  croissante  si  ji  <  i  ou 
ft  =  I.  Donc  aussi  la  sério  (3}  est  convergente  ai  jt>i,  et  divergente 
sifi<i,ou^  =  i. 
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La  conséquence  relative  à  p  =  i  montre  que  la  &5rJo 

T+-  +  --4-    -^--h... 

est  infinie,  comme  nous  l'avions  déjà  reconnu. 
32,  Quatrième  théorème,  —  La  série 


L  t  I  mer^entt,  krsque,  n  croissant  imîefimmenl,  -r—  a  une  hmilt, 
plus  g/ onde  que  t  amie  Mlle  eU  duergente  î;  lelte  liniilt  fCjlus 
petite  que  Viintle 

En  effet   soit  h  cette  1  roile  et  supposons  d  abord  h      i    On  aura 

donc  depuis  une  certaine  vileui  do  «  jusqu  a  1  infini  a  desi^iunt  un 

I  ombre  compris  entre  i  et  h, 


Les  tenuM  de  la  série  proposée,  à  partir  de  «„,  sont  donc  inférieurs  & 
ceux  de  la  suivante  : 


Or  celle-ci  est  convei^ente  d'après  le  théorème  précédent,  puisque 
l'on  B  a  >  I  ;  donc  aussi  la  proposée  est  convergente. 

Supposons  en  second  lieu  A  <  i ,  et  soit  'j.  un  nombre  compris  entre 
1  et  A,  On  finira  par  avoir,  au  delà  d'une  certaine  valeur  de  n, 


Los  termes  de  la  série  proposée  seront  donc  alors  au-dessus  de  c 
de  la  suivante  : 
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Mais  cette  dernière  est  divergente,  puisque  Ton  a  a  <  i  ;  donc  la  pro- 
posée l'est  aussi.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

33.  Lorsque  îa  limite  h  est  l'unité,  on  ne  peut,  en  général,  pronon- 
cer sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série.  Cependant,  lorsque 

le  rapport  -p^  est  toujours  inférieur  à  sa  limite  i ,  il  est  facile  de  dé- 
montrer que  la  série  est  divergente. 

1  — 
En  effet,  l'inégalité  -~  <  r  donne 


donc  les  termes  de  la  série  proposée  sont  au-dessus  de  < 


que  nous  avons  démontrée  divergente.  La  proposée  l'est  donc  elle- 
même. 

Si  le  rapport  j-^  est,  au  contraire,  toujours  supérieur  à  sa  li- 
mite I,  on  prouverait  Lien  que  les  termes  de  la  série  proposée  sont 
au-dessous  de  ceux  de  la  suivante  : 


mais,  celle-ci  étant  divergente,  on  ne  saurait  en  conclure  que  la  pro- 
posée est  convergente. 

Autre  régla  pour  la  convergence  des  séries, 

34.  Remarquons  d'abord  que  si  l'on  a  une  série  convergente,  ayant 
tous  ses  (ermes  positifs, 


et  qu'une  autre  série 
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soit  telle,  que,  depuis  un  certain  terme  jusqu'à  l'infini,  on  ait 


cette  seconde  série  sera  convergente  ;  car,  si  l'on  multiplie  la  pre- 
mière par  -^;  n  ayant  une  valeur  déterminée  telle,  que  k  condition 

supposée  soit  remplie,  la  série  ainsi  obtenue  sera  encore  convergente. 
Or  tous  les  termes  de  la  seconde,  depuis  p„,  se  trouveront  inférieurs 
au£  termes  correspondants  do  cotte  dernière  ;  donc  la  seconde  série 
sera  elle-même  convergente.  Elle  serait  divergente  si  la  première 
l'était  et  qu'on  eût  -i'il  >  -"—  • 
Cela  posé;  considérons  une  série 


le  rapport  -i±!  étant  toujours  plus  petit  que  l'unité,  depuis  une  cer- 
taine valeur  de  n  jusqu'à  l'infini.  On  pourra  mettre  ce  rapport  sous  la 
forme 


a  étant  positif  et  tendant  vers  zéro. 
Or  nous  allons  déruontrer  que,  si  1 

!a  série  sera  convergente  ;  et  qu'elle  a 

Iim«a<i. 
i"  Soient 

lmnx=^/(    et    -f>i. 

Désignons  par  m  une  quantité  déterminée  quelconque,  comprise  ontro 
1  et  &,  et,  par  conséquent,  plus  grande  que  l'unité.  Il  est  facile  de  voir 
que,, depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à  l'iniîni,  on  aura 
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'et,  d'après  le  n"  182,  nous  aurons 


(n-^). 


m  tendant  vors  zéro  avec  -  7  et  pour  que  l'inégalité  précêdento  ait  lieu, 
il  sufBra  que  l'on  ait 

,,«>»<('  +  <")• 
Or,  à  mesure  que  n  augmente,  le  second  membre  tend  vers  m  et  lo 
premier  vers  A-  qui  est  >  m  ;  donc,  depuis  une  valeur  déterminée  de 
n  jusqu'à  l'infini,  l'inégalité  aura  lieu  ;  donc,  depuis  cette  valeur  de  n 
jusqu'à  l'infini,  on  aura 

et,  par  suite. 


-•^(.^r 


"■  ^(-^^r 


Mais  si  l'on  considère  la  série 

le  rapport  du  terme  général  au  précédent  sera 


hÏÏ 


et,  par  conséquent,  plus  grand  que  dans  la  série  proposée.  De  plus,  la 
série  (i)  est  convergente,  puisque  l'on  a  oi  >  i  :  donc  aussi  la  série 
proposée  est  convergente  ;  ce  que  nous  nous  proposions  de  démontrer. 
5,°  Soit  maintenant 

limna  =  ^-     ot    /<(. 

Prenons  une  quantifc  quelconque  m  comprise  entre  i  et  A-,  et,  par 
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auito,  plus  petite  que  l'unité  ;  je  dis  que  l'on  finira  par  avoir  constam- 

7'  -<(:"-^' 

„«<,„(,-i-»). 

En  effet,  lorsque  «  croit  inddflnimont,  le  premier  memlire  tend  vers  i-, 
et  le  second  vers  m,  qui  est  plus  grand  que  A.  Donc,  depuis  uno  cer- 
taine valeur  «  jusqu'à  l'infini,  les  inégalités  précédentes  auront  lieu  ; 
d'où  il  résultera 


et,  par  conséquent,  -^^  finit  par  être  constamment  supérieur  au  rap- 
port des  termes  correspondants  de  la  série  dont  le  t«rme  général  est  --^■ 
Mais,  m  étant  plus  petit  que  l'unité,  cette  dernière  série  est  infime  ; 
donc  la  proposée  l'est  aussi. 

Donc  enfin,  comme  nous  l'avions  annoncé,  la  série  proposée  sera 
convergente  si  l'on  a  limna>i,  et  divergente  si  l'on  a  lim«a<i. 

35.  On  ne  peut,  en  général,  prononcer  sur  la  nature  de  la  série, 
lorsque  l'on  a 

Néanmoins,  sina  est  toujours  pins  petit  que  la  limite  i,  on  peut  affir- 
mer que  la  série  est  divergente  ;  car  alors  on  a 


et  le  rapport  -^  est  supérieur  au  rapport  — —    relatif  à  la  série 
divergente 


d'où  il  résulte  que  la  série  proposée  est  infinie. 
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Le  seul  cas  qui  reste  douteus  est  donc  coliti  où  l'on  a 

lim«H  -=  1, 

nu.  n'étant  pas  consfamment  plus  petit  que  i. 

36.  Appliquons  cette  règle  à  la  sorie 

^_\_      ijl  I       1.3.5  i_  i.3...(2»-i)  _ 

'"^a  3'^:i.4  5'^'i.4.6  7'^'''''^       2.4...a«       -^n 

On  aura,  dans  ce  cas, 
Qi 


et,  par  suite, 

lim««=  -  =  i  -I-  -: 

4  2 

d'où  il  résulte  que  la  série  proposée  est  convergente. 
Considérons  maintenant  cette  autre  série 

.    ■  i,      li^      I.3.5  i.3.5...(2«  — i) 

■"^2  "^2.4'*"  2. 4.0"^"'""^       a. 4. fi- -.2"       "^■■" 

pour  laquelle  on  a  encore  lim-:iii  =  i.  Le  rapport -isi  aura  pour  va- 


d'où  il  résulte  que  la  série  est  divergente  et  que  la  somme  est  infinio. 
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Séries  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  de  mêmesl^ne. 

37.  Lorsqu'une  série  n'a  pas  tous  ses  termes  do  même  signe,  il  est 
évident  qu'elle  sera  convergente,  si  elle  l'est  quand,  on  donne  le  même 
signe  à  tous  ses  termes,  par  exemple  quand  on  les  prend  tous  positifs. 
En  eiTot,  la  somme  des  termes  qui  suivent  l'un  quelconque  de  ceux  de 
!a  série  proposée  est  moindre  que  ia  somme  des  correspondants  de 
la  seconde,  .quel  que  soit  le  nombre  que  l'on  en  considère,  puisque 
tous  ses  termes  s'ajoutent  entre  eux  dans  la  seconde,  tandis  que  les 
uns  s'ajoutent  et  les  autres  se  retranchent  dans  la  première.  Donc, 
puisqu'à  partir  d'un  certain  terme  de  la  seconde  la  somme  des  sui- 
vants a  une  limite  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  don- 
née, il  ea  est  de  même  à  plus  forte  raison  dans  la  première  ;  et,  par 
conséquent,  elle  est  convergente. 

On  peut  donc  d'abord  appliquer  à  ces  nouvelles  séries  les  règles 
données  pour  celles  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe,  tant  pour 
reconnaître  la  convergence  que  pour  calculer  une  limite  de  l'erreur 
commise  en  s'arrêtant  à  un  terme  quelconque;  mais  ces  règles  ne  dis- 
pensent pas  d'en  chercher  de  nouvelles,  spécialement  applicables  aux 
séries  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  de  même  signe;  parce  qu'une 
pareille  série  peut  être  convergente,  et  devenir  divergente  quand  on 
donne  le  même  signe  à  tous  ses  termes.  Nous  nous  bornerons  à  celle 
qui  résulte  du  théorème  suivant  ; 

ThÉobÈub  I.  —  Lorsque  dans  une  série  les  termes  finissent  par  être 
loitstamment  décroissants,  et  alternutivement  positifs  et  négatifs, 
cette  série  est  toujours  conoergente ;  et  l'en 
à  un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  si. 

Soit  la  série 


Désignons,  en  général,  par  j„,  la  somme  dos  termes  depuis  le  premier 
jusqu'à  H„  inclusivement. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  somme  j,  de  termes  dont  le 
dernier  est  positif  ne  peut  être  que  diminuée  par  l'addition  d'un  nom- 
bre quelconque  des  termes  suivants.  En  effet,  pour  passer  delà  somme 
*»  à  s^^,  il  faut  retrancher  w^,  ;  donc  on  a  î„^,  <  s„.  Pour  obtenir 
la  somme  suivante  *„^,,  il  faut  ajouter  «^, ,  qui  est  moindre  que  le 
terme  u^^  qui  a  été  retranché  de  «„  ;  donc  on  a  encore  i-^^j  <  j„.  Le 
même  raisonnement  se  reproduisant  indéfiniment,  on  voit  que  la 
somme  *,  ost  plus  grande  que  toutes  celles  dont  l'indice  est  plus  élevé. 
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On  voit,  au  contraire,  que,  si  l'on  s'arrÈte  à  un  terme  négatif,  la 
somme  sera  toujours  moindre  que  toutes  celles  dont  l'indice  est  phis 
élevé. 

Ainsi  Isa  sommes  dont  le  dernier  terme  est  positif  vont  toujours  en 
diminuant  et  celles  dont  le  dernier  terme  est  négatif  augmentent  con- 
stamment, en  restant  toujours  au-dessous  des  premières.  Ces  deux 
suites  de  sommes  se  rapprochent  donc  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on 
avance  dans  la  série,  et  leur  différence  tend  vers  zéro,  puisqu'elle  n'est 
autre  chose  que  le  dernier  terme  de  la  dernière,  lequel  tend  vers  zéro, 
par  hypothèse,  à  mesure  que  son  indice  augmente  indéfiniment. 

Donc  enfin  ta  somme  des  termes  tend  vers  une  limite  déterminée, 
et  l'erreur  positive  ou  négative  est  toujours  moindre  que  le  terme  gui 
suit  celui  auquel  on  s'est  arrêté. 

Soit,  par  exemple,  la  série 


Le  rapport  d'uu  terme  au  précédent  est  exprimé  généralement  par 

x,  et  sa  limite  est  x.  Ainsi,  d'ahord  !a  série  sera  convergente 

si  l'on  a  a;  <  1  en  valeur  absolue ,  divergente  si  a?  >  i .  Lorsque  ^^=  i, 
la  série  est  convergente  en  vertu  de  la  dernière  règle,  puisque  les 
termes  sont  alfernativement  positifs  et  négatifs,  et  décroissent  indéfi- 
niment ;  mais,  si  l'on  prenait  a;  =  —  i ,  la  série  aurait  une  somme  infinie. 
Lorsque  la  série  est  convergente,  l'erreur  que  l'on  commet,  c'est-à- 
dire  la  quantité  que  l'on  omet,  en  s'arrètant  à  —,  est  moindre  que 
)  et  de  même  signe  que  ce  terme. 

Bemarque.  —  Dans  les  séries  dont  les  termes  ne  sont  pas  fous  de 
même  signe,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs 
n'est  autre  chose  que  la  différence  des  sommes  de  deux  séries  à  termes 
positifs;  mais  il  faut  avoir  bien  soin  de  retrancher  les  sommes  termi- 
nées à  des  termes  tels  que  le  résultat  soit  la  somme  des  termes  con- 
sécutifs de  la  série  proposée.  Si  l'on  ne  satisfaisait  pas  à  cette  con- 
dition, et  que  les  deux  sommes  à  termes  positifs  pussent  croître 
indéfiniment,  comme  cela  a  lieu  par  exemple  dans  la  série  dont  nous 
venons  de  parler 
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le  résultat  ne  serait  pas  déterminé ,  car  il  proviendrait  de  la  d 
de  deux  quantités,  devenant  infinies,  sans  avoir  entre  elles  une  dépen- 
dance bien  déterminée.  Nous  nousLornonsà  cette  remarque,  qui  donne 
la  raison  générale  des  résultats  intéressants  qu'a  donnés  à  ce  sujet 
M.  Lejeune-Dinchlet 

Pour  donne!  un  exemple  simple  de  séries  convergentes  sous  cer- 
taines conditions  de  gicupement  di  teints  considérons  l'expression 
de  t:  donnée  par  Vi  allih 

-_3446b88 

4^3  3  55  779 


=  l2-13-r-l4  — 13  H- U- 15 -f-lG-!5  + IG- 17-^18-19. 

Les  termes  de  cette  dernière  série  doivent  être  pris  en  nombre  pair 
d'après  la  manière  dont  on  Vt  obtenue  ■  mai«  comme  ces  termes  crois- 
se t     iéii  l     t    1      q  1  p      ait  mb         p  ir, 

on  t         somm    q       él   g        t  d    1     d  1      t  té     défini- 

ra   t  t      It  tp     t        t    é    t 

TÉ  U-S  l  l  pi    p     de         b      po     f  l  nts 

h  p       f  f     i  b        Ira 

une  II 

C    theo  èm    est  dû  à  Ab  1     t   1  est  1       dêt  1    t  P         luo 

le        It  pi  cat  t  j  t    ts   t  p  p    [     t  È      éga- 

lera   t  1      le  m      p     t  f      t  1      t    m       ég  t  f     d        les 

somra     p  =6      ép    ém     t       t  ee       fi  sa      q        1  n'y 

au     tp     d   difi    It 

Cd  écogldtltm  td         nés 

qu  1      q 

Mltplnscetmpd  \       q  ptd       ce  tain 

ra  g        t  t       p    t  f     t  d  t    Dé  p 

le  t    m        ptd  t  m  Itpl       1         p    l  tpar 

le  f    t 


positifs  et  décroissants.  Posons 
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„  tendra  vers  zéro  à  mesure  que  ie  terme  «„  sera  supposé  plus  avancé 
ans  la  série  convergente. 
On  aura  évidemment 


Or  les  nombres  e„  c.,...,e^  étant  décroissants,  les  coefficients  des 
sommes  s^,  s^,. . .,  s^  sont  tous  positifs  et  la  somme  des  termes  est 
égaie  à  la  somme  de  ces  coefficients,  multipliée  par  une  certaine 
moyenne  n  entre  ces  sommes  ;  on  aura  donc 

<^^  =  ^o  l'- 
Or p  peut  devenir  moindre  que  tonte  quantité  donnée,  à  mesure 
que  H^  sera  plus  avancé  dans  la  série  proposée;  il  en  sera  donc  de 
même  de  c,„,  et  par  conséquent  la  seconde  série  sera  anssi  conver- 

Des  séries  imaginaires. 

38.  Lorsque  les  termes  d'une  série  sont  de  la  forme  u-he  y/—  i ,  on 
entend  que  cette  série  est  convergente  lorsque  la  somme  des  termes 
réels  a  une  limite  s,  et  que  la  somme  des  coefficients  do  \/~i  tend  de 
même  vers  une  limite  i  :  on  dit  alors  que  la  limite  de  la  série  est 

On  est  ainsi  ramené  aux  conditions  de  convergence  de  deux  séries 
réelles;  mais  il  suffit  souvent  d'en  considérer  une  seule,  celle  qui  se 
rapporte  aux  modules  des  termes  de  la  proposée. 

En  effet,  on  peut  toujours  poser 

«-h-  "\/'—i  =  p(cos9  +  v'— isinS), 
et  la  série  proposée  prend  la  forme 

(  -i-p„(cosa„+\/— isine^)+-... 
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est  convergente,  en  prenant  tous  les  termes  positifs,  il  s'ensuit,  à  plus 
forte  raison,  que  les  deux  suivantes  : 

£  p,cosO„-i-  f, 0050,-1-  ...-(-p„cos8„-i-,.., 
t  poCOse„w-p, sin9, -i-...-i-  [i„sine„  +  . .. 

léseront  elles-mêmes-  car  à  partir  d'un  terme  quelconque,  la  somme 
des  suivants  jusqu'à  1  ntin  est  év  demment  moindre  que  dans  la  pre- 
mière. On  peut  donc  énoncer  la  propos  t   n  su  vante  : 

■    erge  te  lo  sj  te  la  série  des  valeurs 
!S  ter   es  e  t  co  vcrgenle. 

Lorsque  la  série  (a)  n  est  pis  con  erge  te  il  est  possible  que  ses 
termes  tendent  ou  ne  tendent  i  as  vers  zéro  b  ils  n'y  tendent  pas,  les 
séries  (3)  ne  peuvent  être  toites  deux  convergentes;  car,  quelque 
valeur  qu'on  puisse  ojpnse  à  lan^îe  0  il  est  impossible  que  pcosO 
et  psînS  tendent  toi  s  deux  ers  ze  o  si  p  n  y  tend  pas.  Les  termesi 
des  deux  séries  (3)  ne  peuvent  donc  tenlre  ers  zéro,  ce  qui  est  ce- 
pendant une  des  cond  t  ons  ppn  ables  de  la  convergence.  La  se- 
rie  (i)  est  donc,  dans  ce  cas,  divergente. 
En  second  lieu,  si,  la  série  (a)  étant  divergente,  ses  termes  décrois- 
■  sent  indéSniment,  il  n'est  pas  impossible  que  les  séries  { 3  )  soient  con- 
vergentes, parce  que  tous  leurs  termes  ne  sont  pas  de  même  signe; 
on  ne  peut  donc  alors  rien  affirmer,  en  général,  sur  la  convergenci; 
de  la  série  proposée. 
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NOTE  IV. 

DES  PRODUITS  DK  FACTEORS  EN  NOMBRE  iriFINI. 


Considérons  un  nombre  indéfiniment  croissanl  de  facteurs,  variables 
avec  leur  rang  n,  suivant  une  loi  donnée.  Cherchons  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  fonction  de  n  qui  en  donne  l'expression  générale,  à  me- 
sure que  n  croît  indéfiniment  :  soit  i  cette  limite. 

n  est  évident  que,  si  l'on  a  li-  >  i ,  les  facteurs  finiront  par  Être  tou- 
jours supérieurs  à  un  nombre  fixe  plus  grand  que  l'unité,  et  leur 
produit  croîtra  sans  limite.  Si  l'on  a  è  <i,  les  facl«urs  finiront  par 
rester  intérieurs  à  un  nombre  fixe  plus  petit  que  l'nnité,  leur  produit 
aura  zéro  pour  limite. 

Il  n'y  a  donc  de  question  que  lorsque  l'on  a  A  =  i,  et  nous  nous 
p    p  d    t        er  à  quel  caractère  on  pourra  reconnaître  alors 

1    p  od    1 1    d    ers  une  limite  finie,  c'est-à-dire  s'il  est  convergent. 

S  1  f  t  d  n,  qui  représente  le  terme  de  rang  n,  n'avait  pas 
d    ]  m  t     q      d      croît  indéliniment,  mais  que  depuis  une  certaine 

I       d        J    q    à  l'infini  elle  eût  une  valeur  constamment  supé- 

à  b  e  fixe  plus  grand  que  l'unité,  ou  une  valeur  con- 

t  mm    t     fé      u-   à  nn  nombre  plus  petit  que  l'unité,  les  deux  pre- 

p    j.      t        subsistent  évidemment;  mais  il  est  nécessaire  que 

cett    f     t  t    ne  limite  et  que  cette  limite  soit  l'unité,  pour  que 

I   p    d    t  p  nverger  vers  «ne  limite  finie. 

EU  p    duit  a  une  limite,  on  peut  affirmer  que,  quand  on 

p  mb  e  suffisant  de  facteurs,  on  aura  un  produit  qui  dif- 

fé        d       it    1     te,  ainsi  que  tous  les  suivants,  d'une  quantité  in- 

fé  à  1     t    q  antité  fixe  et  qui,  par  conséquent,  sera  toujours 

pé  à  mbre  fixe  M  ;  d'où  il  suit  qu'on  ne  pourra  plus  trouver 

p     1        te  facteur  supérieur  à  un  nombre  i  -i-  w,  u  étant  fixé 

aussi  petit  quon  \oudra;  car,  le  produit  précédent  étant  un  nombre 
supérieur  à  M,  le  suivant  le  surpassera  de  plus  que  la  quantité  fixeMw, 
ce  qui  est  contradictoire  à  la  supposition  de  convergence. 
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Conditions  de  com  ergence .  —  Les  premiers  facteurs  en  nombre 
quelconque  donnant  un  produit  détermiiiÉ,  quelque  grand  qu'il  soit, 
ne  peuvent  influer  sur  la  convergence ,  et  il  suffit  de  considérer  les 
facteurs  depuis  un  lang  aussi  avancé  qu'on  voudra  jusqu'à  l'infini. 
Nous  pou\  ons  donc  nous  borner  à  considérer  le  produit  suivant  : 

composé  d'une  infinité  de  facteurs  dont  les  seconds  termes  pourront 
Être  supposés  tous  inférieurs  à  un  nombre  désigné  quelconque. 

Pour  que  ce  produit  tende  vers  une  limite,  il  est  nécessaire  et  suifi- 
sant  que  son  logarithme  en  ait  une.  Il  faut  donc  que  la  série 

soit  convergente.  Or,  £,  5,,...  pouvant  être  supposés  plus  petits  que 
l'unité,  on  peut  développer  ces  logarithmes  suivant  les  puissances  do 
ces  quantités,  et  écrire 

!(,  +  ,)  =  ,_!!(,  +  „), 


1(1  +  0=^,,-^!. --J> 

w,  M^,. . .  étant  des  quantités  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que 
£,;,,....  Or,  tous  les  facteurs  s',  t\  étant  de  même  signe,  la  somme 
des  seconds  termes  des  Sficonds  membres  est  égale  à  la  somme  de  ces 
facteurs  multipliée  par  nne  moyenne  entre  les  autres  facteurs.  On 

«'  étant  intermédiaire  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
algébriques  m,  w',  . . . 

La  somme  des  logarithmes  sera  convergente,  si  les  deux  séries  qui 
composent  le  second  membre  le  sont.  Si  tous  les  termes  de  la  première 
étaient  de  môme  sigue,  il  suffirait  qu'elle  fût  convergente  pour  que  la 
seconde  le  fût,  puisque  ses  termes  sont  moindres  que  ceux  de  la  pre- 
mière; et  d'ailleurs  onaurait  pu,  danscecas,  arrêter  lesdéveloppements 
au  premier  terme  et  raisonner  comme  nous  l'avons  fait  en  nous  arrê- 
tant au  second  ;  mais  si  la  convergence  de  la  première  tenait  à  la  diff^- 
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rence  des  signes  de  ses  termes,  elle  pourrait  ne  pas  entraîner  celle  de 
la  seconde.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
On  reconnaîlra  que  le  produit 


la  série  des  seconds  termes  e: 
vcrgente,  ninsi  que  la  série  de  leurs  carrés. 
Exemples.  -~  Le  produit 

(-S)(-S)(-S)-0-5)- 

est  convergent,  car  la  série  des  seconds  termes  est  convergei 
comme  ils  sont  de  même  signe,  cetto  condition  suffit. 
Mais  si  l'on  considère  le  produit 


/=,' 


■"•?)('  i/s)" 


la  somme  algébrique  des  seconds  termes  est  convergente  à 
signes  alternatifs  ;  mais  la  somme  de  leurs  carrés,  ou 


est  infinie.  Le  logarithme  du  produit  tend  donc  vers  —  m  ,  et  le  pro- 
duit vers  zéro. 

Siir  la  décomposition  de  sinj:  et  cosa^  en  un  nombre  infini 
de  facteurs, 

Euler  3l  donné,  dansVIni/vduction  à  l'jinalyse  des  infiniment  petits, 
les  formules  importantes  au  moyen  desquelles  on  peut  remplacer  les 
sinus  et  cosinus  par  des  produits  de  facteurs  du  premier  degré,  en 
nombre  infini.  Ses  démonstrations  n'avaient  pas  toule  la  rigueur  dési- 
rable; on  les  a  perfectionnées  sous  ce  rapport,  mais  en  leur  faisant 
peut-être  perdre  un  peu  de  leur  simplicité.  L'objet  de  cette  Note  est 
de  réunir,  autant  qu'd  m'a  paru  pénible,  les  deux  avantages. 

Je  commencerai  par  établir  quelques  propositions  simples,  qui  re- 
tarderaient la  maiohe  du  calcul  si  on  les  y  laissait  engagées. 

Piemit  r  lemme    —  Soient  a,  b  deux  arcs  compris  entre  o  et  -i  et 
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«<i;  on  aura 

S\na  ^   a       ^     sina   ^  tt  n 

En  effet,  on  sait  que  le  rapport détroit  lorsque  ^  croit,  depuis  o 

jusqu'à  -■  D'où  il  résulte  d'abord 

siii^      sine  sino       a 

Il  en  résulte  encore,  en  considérant  les  quatre  valeurs  o,  a,  b,  -  de  x. 


Donc  le  rapport  du  second  au  troisième  est  moindre  que  celui  du  prc 
mier  au  quatrième,  et,  par  conséquent, 


Ainsi,  commo  on  l'avait  énoncé,  -^-j  est  compris  entre 


Deuxième  leiiime.  —  Si  l'on  désigne  par  m  un  nombre  entier  qu( 
conque,  on  aura 

I"        cosma'  =  2"'-'cos'"j^-f-Acos"''^j^-t-Bcos"'"'xH-...--ii  i 

]  si  m  est  pair,  et 

I         cosma:  =  2"'"'cos"'j--i- Acos"'~'j^^-. .  .±:Mcos^ 

V  si  m  est  impair, 

A,  B,.. .,  M  désignant  des  valeurs  numériques  que  nous  n'avons  p 
besoin  de  déterminer. 
On  aura  semblablemont,  pour  sinmar,  los formules  suivantes 

I     sinmx  =  sîna;(a"'-'cos"^'j;-+- Acos"'"'^;-!-.  ..---i) 
1  si  m  est  impair,  et 

j     Binw^  =  sina:(2'"-'cos"'-'x-hAcos'"-'aT+...-i-Moosj:) 
\  si  m  est  pair. 
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Ces  diverses  formules  résultent  de  ce  que  les  sinus  ou  les  cosinus 
d'arcs  croissant  d'une  quantité  constante  x  forment  doux  séries  ré- 
currentes, ayant  i'uno  et  l'autre  pour  éclielle  de  relation  a  cosa;  — i . 
En  partant  des  deux  premiers  arcs  o  et  ^,  on  calculera  facileinont,  au 
moyen  de  cette  loi,  les  valeurs  si 


ainsi  que  dt 

La  détermination  générale  des  coefficients  A,  B, ...,  M  nous  est 
inutile  et  demanderait  des  développements  dans  lesquels  nous  n'entre- 
rons pas.  Quant  à  la  forme  des  expressions  (i)  et  (s),  elle  résulte  im- 
médiatement de  la  loi  de  formation  que  nous  venons  d'indiquer.  Elle 
s'aperçoit  tout  de  suite  pour  les  premières,  et  se  généralise  par  un  rai- 
sonnement si  fréquemment  employé,  que  nous  croyons  inutile  de  le 
rappeler. 

Décomposition  de  mamx  en  mfoctcuis. 

Troisième  lemme.  —  Les  seconds  membres  des  équations  (i),  étant 
des  polynômes  du  degré  m  par  rapport  à  cosj;,  peuvent  Être  décom- 
posés en  m  facteurs  de  la  forme  cos.r  —  a,  a  désignant  une  quelconque 
des  valeurs  de  cosa'  qui  annulent  ces  polynômes  ou  leur  égal  cosmj-. 
Or  les  valeurs  de  mx,  qui  annulent  cosma:,  sont  toutes  renfermées 
dans  l'expression  générale 


n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  En  les 
divisant  par  m,  on  aura  les  arcs  dont  les  cosinus  seront  les  différentes 
valeurs  de  a.  Pour  avoir  tontes  ces  valeurs,  il  suîBra  de  donner  à  n  un 
nombre  m  de  valeurs  consécutives  partant  de  o,  par  exemple,  ce  qui 
conduira  aux  arcs  suivants  : 


La  somme  de  deux  quelconques  de  ces  arcs,  équidistants  des  extrêmes, 

est  m,  et,  si  m  est  impair,  le  terme  situé  au  milieu  est  égal  à  -;  et, 

comme  les  cosinus  de  deux  arcs  dont  la  somme  est  ir  sont  égaux  et  de 
signes  contraires,  les  cosinus  des  arcs  précédents  ou  les  /"  valeurs 
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de  a.  seront 


'["""^""(î^s:)] 


pour  m  impair,  et 

CÛSma;^  a"'"'  (cos^—  COS -^  1  (  COSJ^  +  COS  -^  j  ■  ■  ■ 

pour  m  pair. 

Ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  entier  m,  cos»;j^  se  trouve  décomposé 
en  m  facteurs  du  premier  degré  par  rapport  à  cos.t,  ou,  en  multipliant 
les  facteurs  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  second  terme  et  ob- 
servant qu'on  a,  en  général, 


.;),..|^_...^.. 
.] 


pour  ni  pair. 

On  peut  remarquer  qu'on  faisant  a:  =  o  dans  ces  formules  on  ob- 
tient les  relations  suirantes  : 
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RÏ  m  est  impair,  et 

û  m  est  pair. 
En  y  ayant  égard,  les  forarales  précédentes  deviennent  : 

.   ,       I  pour  /«impair,  et 


1  pour  m  pair. 

Décomposilio/i  de  sin;»j:  en  m  fadeurs. 
Quatrième  lemme.  —  Dans  les  formules  (2),  le  polynûme  du  degré 
m  —  I  par  rapport  à  cosa:  est  rendu  nul  par  les  valeurs  de  x  corres- 
pondant à  sinma^  =  o.  Les  valeurs  de  mx  qui  satisfont  à  cette  der- 
nière condition  sont  renfermées  dans  l'expression  générale  «ir,  n  dfei- 
gnant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif;  mais,  comme  un 
polynôme  de  degré  m  —  i  ne  peut  avoir  plus  de  m  —  i  racines,  il  suf- 
fira de  prendre  m  —  i  valeurs  de  — '■  1  donnant  des  cosinus  différents 
et  n'annuiant  pas  le  facteur  sinj:;  ces  cosinus  seront  les  racines  du  po- 
lynôme. Les  arcs  ainsi  obtenus  seront 


Tous  ces  arcs,  étant  compris  entre  o  et  ir,  ont  des  cosinus  différents,  et 
la  somme  de  deux  quelconques  équidistants  des  extrêmes  éfant  tt,  les 
cosinus  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  contraires.  Si  m  est  pair, 

un  des  arcs  sera  -^  et  le  cosinus  correspondant  sera  nul.  Cela  n'arri- 


y  Google 


4?^  NOTE    IV. 

vera  pas  si  m  est  impair;  et  c'est  ce  qu'indiquent  immédiatement  les 
rormules  (2).  D'après  cela,  on  aura 

xl  COSa:  — Cûsf -^ '—-\         COSJ^  +  COs(  ^ ^ —  J 

si  ni  est  impair,  et 

sinma:  =  2'""'  sin.t  (  cosj: —  cos— |  I  cosa; -i- cos  —  \ 

xlcosa;  — cos— 1  I  cosa;-i-  cos— 1- ■  ■ 

X    cosic  +  cos  ( 1    cos.r 

si  m  est  pair;  ou,  en  réunissant  les  facteurs  deux  à  deux,  et  introdui- 
santles  sinus  au  lieu  des  cosinus, 

sinm^  —  a'^-'sinj:!  sin'—  —  sin'j^l  (  sm' — ^  —  sin'-f  !■  ■■ 
si  m  est  impair,  et 

On  simplifiera  ces  formules  en  remarquant  que,  si  on  les  divise 
par  a:,  et  qu'où  fasse  tendre  r  vers  o,  on  obtient  les  suivantes  : 

pour  m  impair,  et 

2"'~'sm'— -sin'— -■•sinM  \ ■\  =  m 

pour  m  pair. 
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Les  formules  précédentes  deviennent,  d'après  ces  relations, 

(  .  .       /        si 


;,|        ;  pour  m  impair. 


et 

sina^cos-c  (  \ 


Développement  de  cosj^  en  un  nombre  infini  de  facteur 

Si  dans  les  formules  (3)  on  cliange  la  quantité  arbitraire  ^; 
elles  deviennent  : 


^m 


pour  m  impair,  et 


'r-(^i)J 
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et,  comme  m  est  un  nombre  entier  quelconque,  cos^c  se  trouve  ainsi 
représenté  par  le  produit  d'un  nombre  arbitraire  do  facteurs. 

La  question  que  nous  venons  de  poser  ici  est  de  déterminer  la  forme 
vers  laquelle  tend  la  valeur  constante  du  second  membre,  lorsque  le 
nombre  de  ces  facteurs  croît  indéfiniment. 

Si  l'on  considère  un  facteur  quelconque  i  -■ ■;  «  désignant 


un  nombre  impair  aussi  grand  que  l'on  voudra ,  les  arcs  —  j  —  ten- 
dant vers  zéro  lorsque  '"  croît  indéliniment,  le  rapport  de  leurs  sinus 
aura  pour  limite  lo  rapport  des  arcs  — i  et  la  limite  du  facteur  sera 

Comme  d'ailleurs  le  facteur  cos  —  tend  vers  l'unité,  en  arrive  d'a- 
bord à  cette  conclusion  que,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  impair 
déterminé  «,  le  produit  des  facteurs  qui  entrent  dans  les  expres- 
sions 1 5),  jusqu'à  cette  valeur  de  re,  devient,  lorsque  m  croît  indéfi- 
niment, aussi  Voisin  qu'on  voudra  du  suivant  ; 

.«.    (.-¥)0-e)(---S)-(.-ë)- 

li  resterait  donc  a  trouvei  la  limite  vers  laquelle  tend  le  produit  des 
facteurs  suivant  les  espiessions  (5).  Pour  cela,  nous  remarquerons 
qun    qi  elquc  ?rand  qu  on  suppose  x,  on  peut  toujours  prendre  un 

lomlre  nptur  f/  tel  q  le  1  n  ait  j;  <  — -  ou  —  <  C— ;  el,  en  pre- 
nant     >  ji  —    era  pli  s  petit  que  -  ■  Les  deux  ares  ~  i  £—  seront 

donc  dans  les  conditions  de  deux  arcs  respectifs  a.  b  dans  lo  premier 
lemme  etlonauia  pv  conséquent, 
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Considérons  maintenant  les  produits  de  facteurs  en  nombre  infini 
dont  ces  deux  dernières  expressions  seraient  les  formes  générales, 
c'est-à-dire 


(-^)(-fô)(- 

1— )(.-!;)(- 


Ces  produits  tendent  vers  des  limites  déterminées  à  mesure  que  le 
nombre  des  facteurs  augmente  indéSniment,  parce  que  les  séries  des 
seconds  termes  de  ces  facteurs,  pris  avec  le  môme  signe,  sont  conver- 
gentes, li  résulte  de  là  que  l'on  peut  prendre  un  assez  grand  nombre 
de  facteurs  à  partir  du  premier,  dans  les  expressions  (7)  et  (8),  pour 
que  la  limite  du  produit  des  suivants  soit  aussi  peu  différente  de  l'unité 
qu'on  lé  voudra.  Et  si,  au  lieu  de  prendre  la  limite  du  produit  de  ces 
derniers,  on  ne  prenait  que  le  produit  d'un  nombre  limité  d'entre  eux, 
on  aurait  une  quantité  encore  plus  voisine  do  l'unité,  puisque  chacun 
de  ces  facteurs  est  plus  petit  que  l'unité. 

Ces  remarques  très-simpics  nous  conduisent  immédiatement  à  la 
solution  de  notre  question. 

En  effet,  il  en  résulte  d'abord  qu'on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  les  valeurs  des  expressions  (6)  et  (7}  aient  une  différence 
aussi  petite  que  l'on  voudra.  Il  en  est  donc  de  même  du  produit  des 
facteurs  correspondant  à  (5)  dans  les  expressions  (5),  lorsque  l'on 
suppose  que  m  croit  indéfiniment. 

Quant  aux  facteurs  qui  suivent  ceux-ci  dans  les  formules  (5)  et  dont 
le  produit  par  les  premiers  est  toujours  cos.»,  ils  sont  respectivement 
compris  entre  les  deux  facteurs  de  même  rang  dans  les  expressions  [7} 
et  [8).  Leur  produit  total  est  donc  compris  entre  les  produits  corres- 
pondants de  ces  dernières,  dont  nous  venons  de  démontrer  que  les 
valeurs  pouvaient  différer  de  l'unité  d'une  quantité  moindre  que  toute 
quantité  donnée.  Ce  produit  total  peut  donc  lui-même  différer  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  l'unité. 
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On  voit  donc  que  cosa^  petit  être  considéré  comme  composé  de 
deux  facteurs  variables,  dont  l'wn  tend  indéfiniment  vers  l'expres- 
sion (7),  et  l'autre  vers  l'unité.  Donc,  enfin,  cosa;  est  égal  à  la  valeur 
représentée  par  cette  expression  {7),  quel  que  soit  j:. 

D'où  résulte  la  formule  suivante  : 

au  moyen  de  laquelle  cos^c  sa  trouve  décomposé  en  ime  infinité  de 
facteurs  algébriques  du  premier  ou  du  second  degré,  dont  la  formule 
générale  est 


!i  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  qui,  égalé  à  ziîro,  donnt 
tontes  les  racines  de  cosj^=  o. 


Détieloppemcitt  de  sin  3:  en  un  nombre  infini  de  facteurs. 
Les  formules  ((()  deviennent,  en  remplaçant  ^  par  —  1 


[-=&] 


•■a-S)J 
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Or  on  a  mèin  — =  a;  — sin —  i  et,  si  l'on  fait  croître  »'  indéûnîment, 
— sin— ou  — —  tend  vers  l'unité  ;  il  en  est  de  même  de  ces  —  -  Qiiani 

ans  autres  facleurs,  si  l'on  en  prend  un  qiielconqui.  i ; 

On  trouvera  donc,  en  einployant  les  mâmes  considérations  que 
pour  cos^', 

Ainsi  sina;  se  trouve  décomposé  en  une  infinité  de  facteurs  du  pre- 
mier degré  en  x,  dont  le  premier  est  x,  et  les  autres  sont  renfermée 
dans  la  formule  générale 


1  nombre  entier  quelconque.  En  les  égalant  à  zéro,  on 
trouve  toutes  les  racines  de  i'équalion  sinic  =  o,  qui  sont  représen- 
tées par  la  formule  ±  «n,  «  désignant  un  nombre  entier  quelconquf 
tiui  peut  être  zéro. 
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mn  SDR  lES  FONCTIONS  D'UNE  VARIAItlE  UUCSNAIUE; 

Par    m.    J.    BERTRAND, 
Membre  de  l'Institut. 


lXJÎ,.ilio„  d;m,fo„ai,„  wmsmaln. 

\.  Ixirsqu'une  fonction  ç (z)  est  donnée  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  la  variable  z  dont  elle  dépend,  elle  n'acquiert  pour  cela 
aucun  sens  lorsqu'on  y  remplace  z  par  une  expression  imaginaire 
X  -^y  \1 — I  ;  l'expression  ^\x-\-X'\j — 0  ne  peut  donc  s'introduire 
dans  les  calculs  ou  dans  les  raisonnements,  sans  une  déflnition  pré- 
cise qui,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  y,  en  fasse  con- 
naître la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  en  permettant  d'écrire 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  connues  de  x  et  de  y. 

H  ne  faut  pas  croire  cependant  que  les  deux  fonctions  P  et  Q  puissent 
Être  choisies  arbitrairement;  toute  expression  de  la  forme 


où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y,  n'est  pas  une  fonction  de 
X  -^y  /—  I  ;  pour  la  considérer  comme  telle,  on  exige  une  condition 
sans  laquelle  disparaîtrait  toute  analogie  entre  les  fonctions  imaginaires 
et  les  fonctions  réelles  ;  pour  que  la  somme  P  -i-  Q  yj—  i  soit  considérée 
comme  une  fonction  do  x-^ys[^\ ,  il  ne  suffit  pas  que  cette  expres- 
sion soit  déterminée  lorsqu'on  se  donne  x  et  y,  il  faut  encore  qu'elle 
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ait  une  dérivée  dclcrminée  et  que  le  rapport  de  son  accroissement  in- 
finiment petit  à  l'accroissement  correspondant  dx  -\-  i/x\/—i  do  la 
variable  soit  indépendant  du  rapport  arbitraire  ^-  Si  l'on  voulait 

s'affrancliir  de  cette  condition,  la  théorie  des  fonctions  imaginaires 
serait  simplement  celle  des  fonctions  de  deuï  variables  et  leur  étude 
spéciale  n'offrirait  aucun  intérêt. 

Lorsqu'on  attribue  à  a;  et  à  j"  les  accroissements  infiniment  petits  dx 
et  dx,  l'accroissement  de  P  -i-  Q  v'^  est 


-dx^^dy^ 
\<lx       ^ 

Pour  que  le  rapport  de  cet  accroissement  à  rfr  h-  . 

df^~l  soiti 

ndê- 

pendant  de  ^',  on  doit  a 
dx^^ 

voir 

rfP        dQ 

-  dQ       'dy-^     '  ?v 
'  dx                j/_ï 

ot  l'on  voit,  après  avoir 
équivaut  à  deux  autres 

ino  cette  équ 

ation 

d-p 

lue 

_  ,/Q       dV           dQ  _ 
~  dy '      dj  "       dx' 

Ces  deux  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes, 
nition,  pour  que  P  h-  Q  v^^  soit  une  fonction  de 
qu'elles  sont  satisfaites,  on  a 

d'après  notre  défl- 
■^4-7/^;  iors' 

d{xH-y  v'-i )       i/^  "^        '  dx       dy      '■'     '  dr  ' 
on  en  conclut  que,  f  [z]  désignant  une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable imaginaire  E  égale  à  x-i-y\f^,  et  ?'  (ï)  étant  la  dérivée  de 
ï(3),  ona 

di-         ^  ^  '' 


=  ï'(s)/=i. 
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Ces  équations  pourraienl  être  écrites  a  priori  comme  conséquences 
de  la  règle  de  différentiation  des  fonctions  de  fonctions,  s'il  était  per- 
mis d'invoquer  cette  règle  avant  d'avoir  constaté  l'existence  d'une 
dérivée  déterminée  et  indépendante  du  rapport  des  aceroissenients 
infiniment  petits  attribués  à  ;i:  et  à_7-. 

2.  Les  équations  du  paragraphe  précédent,  qui  lient  l'une  à  l'autre 
les  fonctions  P  et  Q,  permettent  d'éliminer  l'une  d'elles  et  fournissent 
une  équation  importante  à  laquelle  Vautre,  considérée  isolément,  doit 
satisfaire.  En  ajoutant  ces  équations  après  avoir  différentié  la  première 
par  rapport  à  a^  et  la  seconde  par  rapport  à  y,  on  trouve  en  effet 

ÛlL      £1. 

et,  eQ  les  retranchant  après  avoir  différentié  la  première  par  rapport 
à/et  la  seconde  par  rapport  à  a^,  on  a 


Ces  conditions  imposées  aux  fonctions  P  et  Q  expliquent  comment  une 
fonction  imaginaire  possède,  ainsi  que  nous  le  verrons,  un  grand  nomhre 
de  propriétés  très-précises  et  indépendantes  de  sa  définition  ;  il  ne  faut 
pas  en  effet,  oa  le  comprend  dès  à  présent,  attacher  à  une  fonction 
imaginaire  quelconque  l'idée  d'une  indétermination  aussi  complète  que 
celle  d'une  fonction  réelle  quelconque.  Pour  chaque  valeur  de  la  va- 
riable, une  fonction  réelle  peut  ôtre  choisie  arbitrairement,  et  les  seules 
restrictions  ausquelles  sont  soumises  ses  variations  sont  celles  qui  ré- 
sultent de  la  loi  de  continuité  ;  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/ — i 
dans  une  fonction  imaginaire  sont  assujettis,  au  contraire,  à  des  con- 
ditions très-précises  exprimées  par  les  équations  que  nous  venons 
d'obtenir  et  d'après  lesquelles  chacune  d'elles  représente  l'ordonnée 
d'une  surface  qui,  loin  d'être  arbitraire,  appartient  à  une  classe  toute 
particulière  dont  on  conçoit  foi't  bien  que  l'on  puisse  étudier  les  pro- 
priétés sans  avoir  besoin  de  rien  préciser  davantage. 

3.  Il  sera  utile  d'exprimer  les  conditions  nécessaires  pour  que  la 
somme 

où  P  et  Q  désignent  lus  fonctions  des  variables  p  et  w,  soit  une  fouc- 
tiou  de 

p(cosw-i-/^sintJ/ 
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Si  l'on  change  p  en  p  -i-  rfp,  et  u  en  w  -t-  ilû>,  l'accroissement  deP  +  Q^~  i 

—  dp  -T-  -—  flw  -I-  V  —  1     -T-  da  ■+■  -—  da 
df,     '^       di»  ^         \  "^p  t^^w       / 

l'accroissement  correspondant  de  la  variatle  est 

4(ra)SM  -h  ï/^sinM)  ^-p^«(-  sin«  H-  -/^cosf"). 

Pour  que  le  rapport  de  ces  deux  accroissements  soit  indépendanl 

de  -ji- 1  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

dû         '  du  dtti  fhù 


les  deux  termes  du  premier  membre,  les 
et  l'on  a,  en  égalant  les  parties 
réelles  de»  numéntLurs  cl  les  coefficients  de  v'—i , 

~  =  i5, 

Telles  sont,  d'après  nos  conventions,  les  conditions  nécessaires  et  sri- 
fisanles  pour  que  la  somme  P  -i-  Q  \/~  i  soit  «ne  fonction  do 

p(cosw'-;-v'-isin6>). 

4.  Les  conditions  précédentes  sont  les  seules  qui  soient  imposées  aux 
fonctions  imaginaires  et,  pourvu  qu'elles  soient  remplies,  la  définition 
reste  entièrement  arbitraire.  On  conçoit  cependant  qu'une  fonction  ima- 
ginaire ne  s'introduira  avantageusement  dans  les  calculs  que  lorsqu'elle 
sera  réellement  la  généralisation  de  la  fonction  réelle  de  même  nom, 
à  laquelle  elle  se  réduit  quand  on  suppose  _)'  =  o,  et  qu'elle  partagera 

"  "i  caractéristiques.    Cette  analogie,  regardée  a  priori 
e  condition  essentielle,  est  la  base  des  définitions  que  nous 
allons  donner  de  quelques-unes  des  fonctions  les  plus  simples. 

5.  Les  propriétés  générales  des  fonctions  réelles  doivent  aussi  s'ap- 
pliquer aux  fonctions  imaginaires;  les  définitions  doivent  être  telles 
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que  cela  ait  1  eu  et  si  cette  cond  I  on  impliquait  conlrad  ction  la 
théorie  des  fonctions  imiginareo  devidt  être  abandonnée  comme 
inilile  C  est  pour  cela  fir  exemple  quune  e-^preesion  déterminée 
lorsiuB  v-i^y\  — i  est  donné  ne  re(,o  t  pas  cejeidant  le  nom  de 
fonction  de  .c  -H  t  V  '  s  elle  n  a  pis  par  ripport  a  cette  ^ainhle 
une  dérnée  Jéteiminile  Ren  ne  scppuse  a  t  cert^  nement  \  ce  quon 
lui  accordât  ce  nom  ;  mais  cela  aurait  l'inconvénient  d'éveiller  par  ana- 
logie des  idées  înesactes. 

Parmi  les  théorèmes  applicables  également  aux  fonctions  imaginaires 
et  réelles,  uous  nous  boruerons  à  citer  le  suivant  ; 

Deux  fondions  imaginaires  qui  ont  même  dérivée  ont  une  diffé- 
rence constante. 

Soient 

«  =  P--QV'~Ï,     „,  =  .p^.^Q,/-i 

les  deux  fonctions  considérées.  D'après  les  résultats  obtenus  (î),  les 
dérivées  de  «  et  de  «,  étant  égales,  on  a 

rf P  _  (iP,  ,  ^0  „  £0. 

dx        oLc  dx        dj: 

rfP_rfP,  ^^f^O, 

dj  ~  dy  dy       dj 

et  ces  équations  prouvent  que  les  dérivées  des  différences  P  —  P,  eï 
Q —  Qi,  par  rapport  à  a:  et  par  rapport  à  y,  sont  égales  à  zéro;  ces 
différences  sont  donc  indépendantes  de  x  et  de/,  et  par  conséquent 
constantes. 

Définition  de  quelques  fonctions  simples. 

6.  Définition  de  a"'  lorsque  m  est  entier.  —  On  est  Conduit,  dès  les 
éléments,  à  remplacer,  dans  la  fonction  a'",  la  variable  z  par  x  +7/^  ; 
on  a,  en  appliquant  la  formule  du  binéme  qui,  dans  le  cas  de  l'exposant 
entier,  résulte  des  règles  de  la  multiplication, 


-i-l/^    mx°'-'j-~ 


,  1    "■ 

i(™~,)(».-ï)(™-3) 

i.f..3.4 

y  Google 


s  d'une  VARIiBLE  IMAOIKAIRE.  4^7 

Il  est  aisÉ  de  voir  que  cotto  expression  remplit  la  condition  précédem- 
ment exprimée,  et  que  la  dérivée  de  s™  par  rapport  à  z  est  mz'"-',  pré- 
cisément comme  dans  le  cas  où  z  est  réel.  La  démonstration  repose  en 
effet  uniquement  sur  le  développement  do  (  3 -f- A  )"  qui  s'applique  ans 
modiftcations  au  cas  oii  i  et  A  sont  imagmaiies 

La  même  conclusion  s'applique  évidemment  à  une  fonction  entière 
quelconque  de  la  variable  s,  et  toute  express  on  de  la  f  jrrao 

où  A,,  Aj, . . . ,  A„,  représentent  des  constantes  réelle^  ou  imagn  ^llc 
est  une  fonction  de  z  qui  a  pour  dérn  ee 

mAs"'-'-i-(m  — 1)4     "  =-t-  A^ 

Si  le  polynôme  (i)  est  remplacé  pai  une  'iérie  indéfinie  on  sut  que 
pour  les  valeurs  de  la  variable  qii  rendent  la  série  convergente 
la  série  des  dérivées  est  elle-même  wmer^ente  et  représente  la  dé 
rivée  de  la  série.  Noua  pouvons,  par  conséquent  étendre  nos  conclu 
sions  aux  séries  convergentes  ordonnées  su«ant  les  puissances  de  la 
variable.  C'est  là  une  remarque  tièa  irapoitinte  et  qui  loi  quune 
fonction  réelle  est  développable  en  «erie  convergente  permet  comme 
nous  allons  en  donner  des  exemples  d  en  étendre  la  déhnilion  au  cas 
où  la  variable  est  imaginaire 

7,  Définition  de  e'.  —  La  fonction  e=,  lorsque  z  est  réel,  est  repré- 
sentée par  la  série  toujours  convergente 


En  remplaçant  3  par  x-\-j\/—i,  on  forme  l'oxpression 

I  -h  (^  +  r  /-i  j  + ~ 1-  — Y:^i ■• 

que  nous  prendrons  comme  définition  de  e'^'"^^.  H  est  facile  de  sommer 
cette  série  et  d'en  trouver  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire.  En 
développant  en  effet  les  puissances  de  {^-t-7/— ')  qui  figurent  dans 
les  différents  termes  de  la  série,  et  réunissant,  dans  ces  divers  déve- 
loppements, les  coefficients  de 5 1  on  trouve 
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a  partie  râclle  est 


l.a.3.4 


et  la  partie  imaginaire 


0 

{cosj  +  / — i  sinj), 


1.2.3.4.5 
e  terme  en  j^  est  donc 


et  la  série  (i)  se  réduit  à 

(cosr  +  i/^sinjr)  f  i  +  a;  +  ^  + , . .  h-  77^^"—  ^  -  -  - .  J 
=  e^  { cos^  -I-  v' —  I  siiij)')  ; 
on  a  donc  enûn 
[a)  e^+rv'-i  =  i!'"(cosj"+  y'—i  sinj). 

On  peut  remarquer  que,  dans  la  démûnstralion  précédente,  les  termes 
de  la  série  considérée  ont  été  intervertis;  mais,  leurs  modules  formant 
une  série  convergente,  cela  n'a  aucun  inconvénient. 

8.  La  fonction  e' étant,  d'après  la  définition  même,  représentée  par 
une  seule  et  même  série  pour  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  s, 
une  seule  et  m6me  série  représentera  aussi  les  dérivées  dans  les  deux 
cas,  et  il  en  résulte  que  l'équation 

^  '  dz 

s'applique  aux  valeurs  imaginaires  comme  aux  valeurs  réelles  de  z.  U 
est  d'ailleurs  bien  facile  de  vérifier  directement  que  l'espression 

c'(cosj'--H  1/—1  sinj) 

satisfait  aux  conditions  données  (1)  et  qu'elle  est  égale  à  sa  dérivée. 
On  peut  aussi  vérifier  la  formule 
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qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  des  exposants  s  et  «.  Le  succès  de 
cette  vérification  ne  doit  d'ailleurs  causer  aucune  surprise,  e'  et  e"  étant 
en  effet  représentés  par  des  séries  telles,  que  l'équation  [a)  soit  iden- 
tique quand  les  variables  sont  réelles,  il  est  tout  simple  que  cette  équa- 
tion reste  vraie  quand  on  leur  substitue  des  expressions  imaginaires 
quelconques. 
En  supposant  a:  =  o,  on  a 

e'"^' =  cosj-i~  i/— t  sinj, 
et,  en  changeant  j"  en  —  j*, 

e-'-''-'  =  c«sj  — v^— isin/; 
on  déduit  de  ces  formult^s 


9.  Définilions  de  sins  et  de  coss.  —  Les  fonctions  smz  et  eosa  sont 
représentées,  lorsque  s  est  réel,  par  les  séries  toujours  convergentes 


(.3.4 


Ea  remplaçant  s  par  ^  -h  y<\/—ï,  on  aura  deus  séries,  toujours 
convergentes  aussi ,  que  nous  adopterons  comme  définitions  de 
sin(j^-H^l/^)  et  de  e,o&{,x -i~ y \f^) .  Il  résulte  immédiatement, 
des  définitions  de  e',  sine  et  coss,  que  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  z, 


.■«= 

cos; 

SH- 

ï/- 

.sin 

,-.^„ 

CO! 

V- 

isin 

™. 

(■= 

V'-I 

+.- 

zvC] 

c' 

■T-^ 

- 

IV^ 

y  Google 


49**  APPEMDK-E 

Ces  formules  permettent  de  calculei,  sans  recourir  aux  séries,  la 
partie  réelle  et  la  partie  imaginait  e  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus  quelcon- 
que. On  a  _ 

cos  {x  -1-  rv^-^  )  =■  ■  ^— ^-~ ~ 


\n[x'hr\/-i)-- 


^■z- 


Si  l'on  suppose  -v  —  o,  ces  formules  deviennent 
cosysf  —  I  — ^ ) 

2l/--i  M 

on  en  conclut 

cos(.j;-i-/l,''— i)  =  cos«coS7i.'''^  — sin^sin/V  — >i 
%\■n{x■^-y\/ -—i)  -:sinj;cosj'i/—  i-i-cosj^sinj'v'— '■ 

Ces  deux  formules  sont  d'ailleurs  des  cas  particuliers  des  formules  plus 

gén  Ivraies 

cos  [«s-")  =  cos  K  cos  c  ~  sin  «  sin  (^ 

M'  .l.|„-:-„)..in.c.s.^-»n.c»„, 

qui  ont  lieu  pour  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  "  et  do  c  Ou 
peut  vérifier  aussi  la  formule 

qui  résulte  des  équations  (i)  et  qui,  combinée  avec  Ses  équations  (4), 
permet  d'étendre  au  cas  des  variables  imaginaires  les  formules  princi- 
pales de  la  Trigonométrie. 

La  forme  dos  séries  qui  représentent  sins  et  coss  montre  enfin  que 
l'on  a,  pour  les  valeurs  imaginaires  comme  pour  les  valeurs  réelles 
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ÎO.  Définiiion  de  tangs.  —  La  fonction  tangs,  n'étant  pas  dévelop- 
pable  en  série  pour  toute  valeur  réelle  de  2,  ne  peut  pas,  lorsque  sest 
imaginaire,  être  définie  par  la  série  qui  la  représente.  Nous  poserons, 
comme  définition, 

^''~  COSa' 

et  par  conséquent 


nous  poserons  de  même 


tangs 
Les  formules 


sont  applicables  à  des  ■valeurs  quelconques  de  s,  car  la  règle  de  dilîé- 

renEiatton  des  fractions,  appliquée  à et  à  -. —  1  donne  les  mêmes 

résultats,  et  les  réductions  ultérieures  sont  les  mêmes  lorsque  I'ob 
suppose  a  réel  ou  imaginaire. 

H.  Définition  de  \z,  —  Lorsque  3  ot  u  sont  liés  par  l'équa lion 


on  dit  que  u  est  le  logarithme  né[)i^rien  de  a,  et  l'on  écrit 

z  étant  une  fonction  de  a,  «  est  une  fonction  de  z,  La  condition  pour 
qu'il  en  soit  ainsi  est  en  effet,  d'après  notre  définition,  que  le  rapport 

-r  soit  déterminé,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  nécessairement,  puisque  -r- 
l'est  lui-même. 
Si  l'on  suppose  z  =  x-\-j  \/—i ,  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire 
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c  déduisent  aisêmont  de  la  définition  précédente.  Soiî 


on  doit 

avoir 

(3) 

.,^f^7r;^ 

ÇP+Î 

<-, 

=  ^(oos,+v/: 

fit  cotte 

oquatiûD  équivaut 

aux 

:  deux  suivantes  : 

(4) 

X: 

=  £^■003?, 

=  e'siny. 

Oneni 

Séduit 

(5) 

e'^  = 

»■- 

i-J-', 

t«ngî  =  î, 

et  parc 

onséquent 

(8) 

P  = 

^2' 

(»■+/), 

(7) 

,= 

=  arc 

.tangt 

l(j^'+y)ostjbienentenda,lelogaritlimo  népérien  ordinaire dunombre 

réel  et  positif  .ï'+ 7';  arc  tang- représente  une  inSnité  d'arcs.  Soit  « 

le  plus  petit  d'entre  eus;  i!  faut  remarquer  que,  y  étant  défini  par 
son  sinus  et  par  son  cosinus,  on  peut  ajouter  à  a  un  multiple  de  air, 
mais  non  pas  un  muStiple  quelconque  detr,  comme  cela  aurait  lieu 
si  l'on  n'avait  égard  qu'à  l'équation  (7)  ;  on  a  donc  enfin 

H  étant  le  plus  petit  des  ares  dont  le  sinus  et  lo  cosinus  sont  donnés  par 
les  équations  (4)  et  ^  un  nombre  entier  arbitraire. 
L'équation 

g!=iCT_  (.Qsajt  _(-^— isina7r=  1 

montre  d'ailleurs,  a  priori,  que  l'on  peut  ajouter  à  l'esposant  de  e  un 
multiplequelconquede  2ir  i/^^  sans  changer  la  valeur  del'exponentielle, 
et  qu'il  est  permis  par  conséquent  aussi  d'ajouter  à  un  logarithme 
un  multiple  quelconque  do  airi/— i. 
12.  L'équation 
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étant,  par  définition,  une  conséquence  cl; 


résultat  Facile  à  vériSer  directement  d'après  la  valeur  do  1 


13.  Définition  , 
Fait  Z"  a: -1-7;/— 


"  pour  une  ■vnteiir  ijuelconquc  de 
11  a ,  d'après  ce  qui  précède, 


p  et  17  ayantles  valeurs  trouvées  i 
est  donc  équivalente  à 


I  paragraphe  (iS).  L'espression  €" 


(,)  (.(^.^.).. 

Pour  élever  l'esponentieile  à  la  puissance  m,  nous  admettrons, 
comme  définition,  qu'il  fèiut  multiplier  l'esposant  par  m,  et  nous  pose- 
rons en  conséquence 

(3)  .  ♦     . 

y  conlenant  dans  ■■on  expression  un  nultiple  arbitraire  de  211,  qui, 
sans  influer  sur  la  \alcui  de  le^pression  (1),  change,  au  contraire, 
après  la  multiplication  de  y  p^^  m,  la  valeur  de  l'esponentieile  (3); 
z"  n'est  donc  pas  une  fonction  bien  déterminée  de  z. 

Si  l'exposant  m   est   réel  et  égal  à  -■,  h  et  g  étant  entiers,  on 


V 


■+/---; 


et  si,  dans  cette  expression,  on  remplace,  comme  cela  est  permis,  y  par 
q  +  ^kir^  elleprendraun  nombre  de  valeurs  distinctes  précisément  égal 
au  dénominateur  g. 

Si  l'esposant  m  est  imaginaire  et  égal  à  r  (cosw  -i-  /—  1  sin  w) ,  on 
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aura,  en  posant /j +■  y /^i  --=-:p(cosf -^i/— i  sinï), 

=  c'f™W+*)  [cosrp  sin  (ï  M-  m)]  4-  ï/^siET-p  BÎn  (^  -h  (-)  ; 

cette  expression  fournissant  d'ailleurs  pour  z"  une  inflnité  de  valeurs 
distinctes,  puisque  l'angle  ^  qui  y  figure  dépend  de  l'espression 
p^q,j~i^  dans  laquelle  il  est  permis  d'ajouter  à  j  un  multiple  quel- 
conque de  27r, 

Sii.r  les  fonctions  qui  sont  mal  iléteniiinées. 

\&.  Parmi  les  fonctions  que  nous  venons  de  définir,  il  Èiut  distin- 
guer avec  soin  e",  sin  s,  ces  a,  tang  s  et  a™  lorsque  m  est  entier,  qui 
sont  des  fonctions  bien  déterminées.  Chacune  d'elles,  pour  une  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de  z,  est  définie  sans  ambiguïté.  Les  fonctions  \z, 
E™,  lorsque  m  n'est  pas  entier,  admettent,  au  contraire,  pour  chaque 
valeur  de  z,  plusieurs  valeurs  distinctes  également  conformes  à  leur 
définition.  11  est  important  cependant,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
de  pouvoir  préciser  colle  dont  on  veut  s'occuper,  et  nous  allons  don- 
ner sur  ce  point  quelques  développements. 

Lorsque  l'on  considère  des  valeurs  isolées  de  x;  et  de  j-,  la  définition 
laissant  par  hypothèse  la  fonction  indéterminée,  on  peut  adopter  in- 
ditîéremment  l'une  quelconque  des  expressions  qu'elle  fournit;  mais  ce 
premier  choix  une  fois  fait,  si  l'on  fait  varier  x  et  y  's.  partir  des  va- 
leurs primitivement  considérées,  les  valeurs  successives  de  la  fonction, 
supposée  continue,  sont  en  général  déterminées,  et  toute  ambiguïté  dis- 
parait.  

Soit,  par  exemple,  '^{x -\'y^—i]  une  fonction  dont  la  définition, 
quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs,  laisse  subsister,  pour  des  valeurs  données 
de  3;  et  de  j,  une  certaine  indétermination,  permettant  de  choisir 
entre  des  valeurs  distinctes;  dans  certains  cas,  lorsque,  par  exemple, 
^{^x~\-y<if^)  =  \{x-\-j\/—i),  le  nombre  de  ces  valeurs  est  infini. 

Attribuons  à  ic  et  à  ?■  des  valeurs  initiales  a:^,  y,,  pour  lesquelles 
nous  choisirons  arbitrairement,  parmi  les  valeurs  conformes  à  la  défi- 
nition, celles  que  nous  voulons  adopter  pour  représenter 

vl.'.-i-r.i^'i). 

Faisons  ensuite  varier  .ï^  et  j  d'une  manière  continue  et  suivant  une 
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loi  telle  que  le  point  dont  a^  et  7  sont  les  coordonnées  décrive  sur  le 
pian  «ne  courbe  arbitraire  commençant  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  vCj  jf ,  la  condition  de  varier  miiminent  peu  lorsque  la  variable 
chin''o  Plie  même  înSniment  peu  dissipera  tflute  ambiguïté  et  l'on 
devri  adopter  en  chaque  point  pour  I1  fonction  )a  valeur  en  géné- 
ral unique  qui  satisfaisant  1  la  définition  diffère  infiniment  peu  de 
celle  qui  correspond  au  point  infiniment  \oisin  qui  précède  Une 
seule  exception  corieapond  au  cas  ou  pour  l  un  des  pointa  considérés, 
deux  valeurs  de  la  fonction  deviendraient  esceptionnellenient  égales 
entre  elles;  si  la  loi  de  continuité  conduit  à  adopter  ces  valeurs  en 
continuant  à  suivre  !a  courbe  qui  représente  la  loi  de  variation  de  x 
et  de/,  on  se  trouvera,  pour  un  point  infiniment  voisin  de  celui  dont 
il  est  question,  en  présence  de  deux  valeurs  infiniment  peu  différentes 
l'une  de  l'autre  qui,  satisfaisant  l'une  et  l'autre  à  la  loi  de  continuité 
adoptée  comme  critérium,  pourront  être  acceptées  toutes  deux;  ces 
valeurs  se  sépareront  ensuite  et  acquerront  une  différence  finie,  en 
sorte  que  l'ambiguïté  reparaîtra  pour  tous  les  points  situés  au  delà  de 
ce  point  critique  où  elle  a  pris  naissance. 

La  définition  de  la  fonction  V-^-l-jv^— i  lui  assigne  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  qui  deviennent  égales  pour  ^^=0, 
j=o;  c'estdonc,  pour  cette  fonction,  par  l'origine  des  coordonnées 
qu'on  devra  s'abstenir  de  faire  passer  îa  courbe  qui  représente  îa  série 
des  valeurs  de  x  et  de  j. 

Pour  !a  fonction  Un- .r+j-yCTT),  le  point  critique  correspond 
aux  valeurs  y  =  a,  x  =  —  i,  pour  lesquelles  toutes  les  valeurs  du  lo- 
garithme deviennent  infinies. 

IB.  Il  ne  faut  pas  'croire  que,  pour  définir  avec  précision  l'une 
des  valeurs  d'une  fonction  ç  {x  +y\/—i  ) ,  i!  soit  nécessaire  de  spécifier 
la  courbe  qui  réunit  le  point  correspondant  aux  valeurs  choisies  de  x 
et  de  Y  au  point  arbitraire  pour  lequel  le  choix  a  été  fait  d'abord.  On 
conçoit,  en  effet,  que,  les  valeurs  possibles  de  la  fonction  ne  formant 
pas  une  série  continue,  le  changement  dans  la  formede  la  courbe  étant 
supposé  se  faire  graduellement  et  par  un  mouvement  continu,  la  fonc- 
tion doit  nécessairement  rester  invariable  jusqu'au  moment  oii  se  pro- 
duit un  changement  brusque  qui  lui  fait  acquérir  une  valeur  nouvelle, 
et  recevoir  tout  à  coup  un  accroissement  fini.  S'il  s'agit,  par  exem- 
ple, de  la  fonction  I  (a7-{-/y'— i),  pour  des  valeurs  données  de  ^  et 
de  y,  on  sait  que,  si  elle  change,  elle  ne  peut  s'accroître  que  d'un  mul- 
tiple deaTriZ—ï.  Or  nous  allons  montrer  que  ces  changements  brus- 
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ques  ne  sont  possibles  que  quaiid  la  courbe,  en  se  déformant,  franchit 
l'un  des  points  qui  correspondent  aux  valeurs  égales,  inCnies,  ou  indo- 
terrriinées  de  la  fonction. 

Considérons  en  elfet  un  point  initial  A  ayant  pour  coordonnées  x,, 
?■„,  et  soit  un  point  B  dont  les  coordonnées  sont  j;,,  /,  ;  supposons 
qu'un  point  mobile  M  parte  de  A  et  se  rende  en  B  en  suivant  une 
certaine  courbe  ;  si  l'on  se  donne  en  A  la  valeur  de  la  fonction 
¥(''^D+7ov'~ï)i  1^  condition  que  nous  lui  imposons  d'Être  continue 
déterminera  celle  qu'il  faudra  adopter  en  B  pour  la  fonction 

lorsque  x  et  j  auront  été  pris  successivement  égaux  aus  coordonnées 
variables  du  point  mobile  M,  Supposons  ensuite  que  Von  passe  du 
point  A  au  point  B  en  suivant  une  courbe  infiniment  peu  différente  et 
telle,  qu'aucun  des  points  dont  bous  avons  parlé  ne  soit  compris  entre 
elle  et  la  précédente;  en  adoptant  pour  tf{j;,-rXii^—i) '3™^™®  ^3'^'^'' 
que  dans  le  cas  précédent,  on  trouvera  la  même  valeur  aussi  pour 
f{x,-'rx,/--i)-  Concevons  en  effet  que  deux  points  mobiles  M  et  M', 
parcourant  nos  deux  courbes,  parlent  en  même  temps  de  A,  pour  ar- 
river en  même  temps  eu  B,  et  suivant  une  îoi  telle,  que  leur  distance 
soit  constamment  infiniment  petite.  Lorsque  le  point  M  parcourt  la 
première  courbe,  !es  valeurs  que  prend  t  1    f      t  on 

sont  déterminées  par  l'obligation  de  form       n        t         t  mais, 

pour  chaque  point  considéré  isolément  1  d  i  li  d  1  f  n  t  on 
permettrait  de  choisir  entre  diverses      1         t    j  é    1      par 

hypothèse.  Soit  A  un  nombre  moindre  ]  Ipl  pttaidldla 
difiérence  entre  deux  valeurs  possible    d    1    f      t  point 

quelconque  de  cette  courbe;  il  est  clair  q  p  d  p  t  Ani- 
ment voisins  dont  l'un  est  situé  sur  la  c  b  I  d  1  d  1  diffé- 
rence entre  deux  valeurs  de  f,  compatbl  1  défi  t  d  la 
fonction,  sera  aussi  supérieur  à  A,  s'il  n  t  pas  fl  m  t  p  1 1  Au 
point  initial  dont  les  cordonnées  sont  x  y  i  I  d  I  f  n  t  n  a 
été  oboisia,  et  lorsque  les  deux  courbes  s  t  p  I  né  ent 
par  des  mobiles  partant  de  ce  point,  la  différence  mitiale  entre  !es  va- 
leurs de  la  fonction  est  nulle  et  a  zéro  pour  module.  Ce  module  élant 
assujetti,  comme  nous  l'avons  dit,  à  la  condition  d'être  toujours  infini- 
ment petit  ou  supérieur  à  A,  ne  peut,  à  aucun  instant,  cesser  d'être 
infiniment  petit,  car  il  devrait  pour  cela  changer  brusquement  de  va- 
leur [>ovir  devenir  supérieur  à  A.  Lorsque  les  deux, points  arriveront 
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ensemble  en  B,  les  valeurs  correspondantes  de  f  différeront  donc  infi- 
niment peu,  et  ceîa  ne  peut  être  sans  qu'elles  soient  rigoureusement 
égales;  car  au  point  E  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  fonction  sont 
par  hypothèse  distinctes,  et  leurs  différences  ont  des  modules  finis. 

Si  les  deux  courbes  comprenaient  entre  elles  un  des  points  pour 
lesquels  deux  valeurs  dey  deviennent  égales  entre  elles, la  quantitédési- 
gnée  par  A  serait  infiniment  petite,  et  le  raisonnement  précédent  serait 
en  défaut.  La  valeur  de  la  fonction  y  relative  au  point  B  peut  donc 
varier  pour  une  même  valeur  initiale  correspondant  au  point  A,  lors- 
que la  courbe  qui  unit  ces  deux  points,  et  par  laquelle  on  représente  les 
valeurs  intermédiaires  de  la  variable,  se  déforme  infiniment  peu  en 
franchissant  un  des  points  pour  lesquels  doux  valeurs  de  la  fonction  <f 
deviennent  égales  entre  elles. 

16.  Pour  éclairer  ce  qui  prccèdo  par  un  exemple,  considérons  la 

fonction 

7  [x  -f- j/^)  =  vTTiV^, 

qui  peut  avoir,  pour  chaque  point,  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Donnons-nous,  pour  .c  —  i,  j  =  o, 

ç{.r-i-j-\/^)  =  +  l. 

Cette  hypothèse  détermine  la  fonction  pour  des  valeurs  quelconques 
de  a:  et  de/  supposées  reliées  aux  valeurs  initiales  a:  =  i,/=o,  par 
une  série  continue  de  valeurs  intermédiaires  parmi  lesquelles  ne  figu- 
rent pas  3:  =  o,  y~  o,  pour  lesquelles  les  deux  valeurs  de  la  fonction 
sont  nulles  toutes  deux  et  par  conséquent  égales.  Si  l'on  considère  un 
point  mobile  partant  du  point  A,  dont  les  coordonnées  sont  ^=  i, 
X—  o,  et  revenant  au  même  point  après  avoir  décrit  une  courbe  con- 
tinue ,  et  que  Ton  attribue  à  ^  et  à  /  les  valeurs  correspondant  aux 
coordonnées  des  points  de  cette  courbe,  en  revenant  aux  valeurs  pri- 
mitives jc„ /„,  la  fonction  reprendra  sa  valeur  initiale  si  la  courbe  ne 
contient  pas  dans  son  intérieur  l'origine  des  coordonnées  ;  on  pourra 
en  effet,  dans  ce  cas,  en  conservant  les  deux  mômes  extrémités  réunies 
en  A,  la  réduire  à  zéro  par  une  déformation  continue,  sans  qu'elle  ait 
à  franchir  ce  point  critique,  et  par  conséquent  sans  altération  de  'a 
valeur  finale  de  f.  Il  en  sera  autrement  si  l'origine  est  située  dans  l'in- 
térieur de  la  courbe.  Supposons  par  exemple  que,  partant  du  point 
dont  les  coordonnées  sont  a:  —  i,  7=  o,  on  se  déplace  sur  le  cercle  du 
rayon  unité  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et  soit  y  l'angle  décrit 

Cale.  in/.  D.  -  I.  32 
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sur  co  cercle  à  partir  du  point  initial,  dans  le  sens  de  la  rotation  qu'il 
faudrait  imprimer  à  l'ase  des  X  positifs  pour  le  coucher  sur  celui  des 
T  positifs,  on  aura 

x^y\l—i.=  cosf  -i-\/— isintp, 


v'-^-t-JV''— i  =  =^fcosî-i-v' 


Lorsque  ?  est  nul,  nous  adoptons  par  convention  la  valeur  -i- 1  et  par 
conséquent  le  signe  +  en  dehors  de  la  parenthèse.  La  continuité 
exige  dès  lors  que  l'on  prenne  toujours  le  signe -h;  car,  la  parenthèse 
n'étant  jamais  nulle,  le  changement  du  signe  -+-  en  signe  —  entraîne- 
rait un  changement  brusque  dans  la  valeur  de  la  fonction.  Lors  donc 
qu'après  avoir  fait  le  tour  de  cercle  on  aura  ç  —  a^r,  on  aura 


\/coS27r-Hi/^SSm  2ir  =  /7  =  -1-  (cos  ir  +  v/tT^sin  tt)  =■■  —  [. 

Ainsi  donc,  quoiqu'on  soit  revenu  au  point  de  départ,  la  fonction  n'a 

pas  repris  sa  valeur  primitive  qui  était  + 1 .  La  fonction  ^  est  donc 
essentiellement  arahiguë.  Lorsque,  par  un  choix  arbitraire,  on  écarte 
l'une  des  valeurs  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  z,  on  la  voit 
reparaître  comme  conséquence  de  la  continuité. 

17.  Considérons  en  second  lieu  la  fonction 

m  désignant  un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif.  Lorsque  x  et  j 
sont  donnés,  cette  fonction  admet  des  valeurs  distinctes  qui  deviennent 
toutes  égales  à  zéro  ou  à  l'infini,  suivant  le  signe  de  m,  lorsque  l'on 
suppose  a^'=  — i,T=  o.  Adoptons  donc,  pour  des  valeurs  données  de 
x  et  de  y,  une  valeur  déterminée  pour  u  ;  supposons  par  exemple  que 
pour3;=o,  y=  o,  on  prenne  K  =  i,  et  que  l'on  fasse  ensuite  variera: 
et  7  d'une  manière  continue  pour  leur  faire  acquérir  les  valeurs  a:=a:„ 
y  —  y,.  Les  valeurs  successives  de  u  seront  déterminées,  et  ii  en  sera 
Je  même  de  la  valeur  extrême  qui  restera  invariable  si  la  courbe  qui 
représente  les  valeurs  successives  de  ic  et  de  r  se  déforme  en  conser- 
vant les  mêmes  extrémités  sans  traverser  le  point  correspondant  à 
3:  =  —i,  7=  o.  Cette  condition  sera  nécessairement  remplie  si  l'on 
assujettit  le  module  de  s  à  rester  moindre  que  l'unité  ;  les  points  cor- 
respondants resteront  dans  l'intériaur  du  cercle  de  rayon  unité  décrit 
de  l'origine  comme  centre,  ot  les  courbes  qu'ils  dccriront  ne  fi'anchi- 
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ront  jamais  !e  point  critique  qui  est  situé  sur  !e  contouf  de  ce  cercle, 
Si  donc  on  adopte  cette  convention,  à  cliaque  point  de  l'intérieur  du 
cercle  correspondra  uno  valeur  déterminée  de  ",  qu'il  esl  facile  de 
calculer. 


Soient  0  {Jlg.  i)  l'origine  dos  coordonnées  correspondant  à  z  =  o; 
A  le  point  critique  correspondant  à  ;  =  — i,  et  M  un  point  quelconque 
situé  dans  l'intérieur  du  cercle  et  correspondant  h.z  =  x-i-y^/^^\  on 
suppose  que  le  point  moLile  parle  de  0  pour  arriver  en  M  sans  sortir  du 
cercle  de  rayon  unité,  et  l'on  demande  celle  des  valeurs  de  u  qui  corres- 
pond au  point  extrême  M,  en  se  rattachant  par  une  série  continue  de 
valeurs  intermédiaires  à  la  valeur  initiale  «  =  i  que  l'on  adopte  pour  le 
point  0. 


h,V-- 


.■(co 


:.."); 


p'  et  «  sont  les  coordonnées  polaires  du  point  M,  lorsque  l'on  prend 
pour  pôle  le  point  A,  et  OX  pour  ase,  l'angle  u  pouvant,  bien  entendu , 
être  augmenté  ou  diminué  d'un  multiple  de  air.  On  aura 


«  ---■  ?""  (cû 


:-v'-^sin-^  =  p""(cc 


+  V/-U 


et  il  faut  décider  quelle  valeur,  dans  cette  expression,  doit  recevoir 
l'angle  «.  Or,  en  supposant  z  =  o,  on  a,  parconi'eniion,u  =  i.  Ou 
doit  prendre,  par  conséquent,  p'=:i,  m  =  o;  s  changeant  d'une  ma- 
nière continue,  p'  et  h  doivent  varier  aussi  d'une  manière  continue, 
et  il  est  évident  que,  le  point  M  ne  sortant  pas  du  cercle  de  rayon 

unité  décrit  du  point  0  comme  centre,  »  roat«  compris  entre  —  - 
et  -I-  - ,  ce  qui  dissipe  toute  ambiguïté. 
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Si  to  point  auquel  correspond  la  valeur  do  z  pouvait 
librement  sur  le  plan,  la  valeur  correspondante  de  m,  variant  d'une 

manière  conlinue,  pourrait  n'être  plus  comprise  entre  — -et  -i-- 

et,  tout  en  assignant  â  «  la  valeur  -t- 1  comme  correspondant  à  la  va- 
leur initiale  z  =  o,  on  devrait,  pour  chaque  valeur  de  z,  y  compris 
même  3=0  considéré  comme  valeur  finale,  regarder  u  comme  indé- 
terminé. Il  est  clair,  en  effet,  que,  dans  l'expression 

u  =  o  correspondant,  par  convention,  à  la  valeur  initiale  s  =  o,  si  le 
point  du  plan  auquel  correspond  la  valeur  de  z  tourne  autour  du 
point  A,  01  qui  est  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  AM  avec  l'axe  AO 
recevra,  à  chaque  révolution,  un  accroissement  égal  à  0,1^.  Si,  par 
exemple,  le  chemin  suivi  pour  aller  do  0  en  M  est  celui  que  représente 


Fig.  ■ 


Ia_^.  2,  la  continuité  exige  que  l'on  prenne  m  égal  à  l'angle  MAO  aug- 
menta de  4!t,  et  l'on  aura,  dans  cette  hypothèse,  en  posant  MAO  =  a, 

une  révolution  au- 


Si  le  point  mobile  revient  en  0  après  avoir  fait 
tour  de  A,  on  aura 


el  riiypolhèsc  d'une  vjilciïi 


liquo,  u  = 


I,  correspondant  à 
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est  incompatible,  par  conséquent,  avec  la  continuité  de  la  fonction  qui 
est  essentiellement  ambiguë  si  l'on  ne  limite  pas,  comme  nous  l'avions 
fait  d'abord,  les  valeurs  que  peut  prendre  s. 


18.  Considérons  enfin  la  fonction 


qui,  pour  chaque  valeur  de  z,  a,  par  délînition,  «ne  infinité  de  valeurs 
distinctes  qui  deviennent  toutes  inQnies  quand  on  suppose  z  ^-:  ~  i. 
Pour  z  —  o,  on  a 


,s„yr", 


Prenons  A-  =  o  et  suppose       p 
réduise  à  zéro. 

Si  z,  partant  de  la  valeu 
que  la  courbe  dont  les  po    l 
passe  pas  par  le  point  qu 
sives  de  1  [n-  z)  seront  dét   m 
égal  k  x,~i-  y,  ^—i^  'a  v  I 
courbe  par  laquelle  on  au       é 
donnéessont  a7,,^,  ;  mais   H 
forme  sans  traverser  le  p     te 
toutes  les  valeurs  de  1  (n-   ) 


pour  z 


h  n      â         m    ière  continue,  et 
t    t  1    rs  successives  ne 

d  à     —  —      1  s  valeurs  succes- 
t      i  que  a  devienne 

p    d    l    d        dépendra  de  la 
i      g  pi  dont  les  coor- 

W  cette  courbe  se  dé- 
p  d  ta  =  ~  I ,  pour  lequel 
fin  C  tt  ndition  sera  évi- 
demment remplie  si  l'on  assujettit,  comme  dans  lo  cas  précédent,  le 
module  de  a  à  rester  inférieur  à  l'unité.  En  adoptant  cette  convention, 
à  chaque  point  intérieur  au  cercle  de  rayon  unité  décrit  de  l'origine 
comme  centre  correspondra  une  valeur  déterminée  de  u  que  nous 
allons  calculer. 
On  a (12) 


K- 


H-JV- 


i)=Jl[(i  +  '^)'-:-j']  +  \'-'ar'!tang(-^), 


et  il  s'agit  seulement  de  décider  parmi  les  arcs  dont  la  ti 

~-^—  quel  est  celui  que  l'on  doit  adopter.  Or,  par  hypothèse,  pour 

ic  =  o,j'=o,  on  a 
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par  conséquent,  arc  tang  ~ —  doit  6tre  pris  égal  à  zéro.  Cela  posé, 
—^ — ■  ne  pouvant  pas  devenir  infini  lorsque  le  point  dont  les  coordon- 
nées sont  X  et  j'  reste  dans  l'intérieur  du  cercle,  arc  tang— ^i-—  reste 

compris  entre et  -h  - 1  ce  qui  fait  disparaître  toute  ambiguïté. 

Si,  par  exemple,  on  pose 

on  trouve  aisément 

=  1  r±  U  cos  ^  'A  J  =i=  V'^^  arc  tans  {tw%  |  <p j , 

lesigne=t,  qui  précède  cos -i-  dans  le  premier  terme,  étant  tel  que 
le  logarithme  porte  sur  un  nombre  positif,  et  lo  coefiicietit  de  \/—\ 
étant  compris  entre  —  ~  et  ■+■  -  •  La  valeur  la  plus  générale  de 
arc  tang  f  tang -51  j  est 

et  la  valeur  du  nombre  entier  k,  pour  laquelle  cette  expression  est 
comprise  entre et j  est  évidemment  unique. 

Si  l'on  n'apportait  aucune  restriction  aux  valeurs  intermédiaires  que 
a:  et  ^peuvent  prendre  en  passant  des  valeurs  initiales  3^  =  0,  y— a -à 
celles  que  l'on  veut  considérer,  les  conclusions  précédentes  ne  seraient 
plusapplicaMesil'angledont  la  tangente  est-- — ^  est  l'angle  formé  avec 

l'axe  des  X  par  le  rayon  vecteur  qui  réunît  le  point  mobile  au  point 
fixe  A,  dont  les  coordonnées  sont  7  =  0,  x  =  —i\  si  le  rayon  vecteur 
fait  plusieurs  révolutions  autour  de  son  origine  fixe,  l'angle  augmen- 
tera d'un  nombre  égal  de  fois  2».  Si,  par  exemple,  on  suppose  que  les 
valeurs  successivement  attribuées  à  ic  et  à  _j'  soient  les  coordonnées 
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des  points  de  la  courbe  fermée  indiquée 
point  0  et  qui  s'y  termine. 


VAMABLE  u 

là  Jig.  3,  qui  part  du 


la  valeur  initiale  de  1  { i  -t-  s} ,  correspondant  à  z  =  o,  étant  toujours 
supposée  nulle,  lorsque  z  reprendra  la  valeur  zéro  après  avoir  reçu  les 
valeurs  intermédiaires  qui  correspondent  aux  points  de  la  courbe 

OMM'M'O,  on  devra  prendre  arctang-  —  ■  =  4??,  et  l'on  aura 

La  fonction  i  [i  -h  z],  si  l'on  veut  qu'elle  soit  continue,  est  donc,  essen- 
tiellement indéterminée,  de  même  que  (i  h~  sY',  lorsque  l'on  n'impose 
aucune  restriction  aux  valeurs  que  peut  recevoir  a. 


Développement  e 


e  des  fonctions  ii 


19,  Certaines  fondions  imaginaires  sont  définies  par  les  séries  qui 
les  représentent  :  telles  sont  les  fonctions  e",  sins,  cosz;  celles-là  sont 
développables  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  a,  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  do  la  variable  s  dont  elles  sont 
des  fonctions  continues,  toujours  finies  et  déterminées.  Dne  définition 
analogue  est  impossible  pour  des  fonctions  telles  que  l(n-£)  et 
(i  -i-  s)"',  dont  les  développements  ne  sont  convergents  que  pour  cer- 
taines valeurs  de  la  variable  ;  elle  conduirait  à  admettre  que,  pour  toutes 
les  autres  valeurs,  la  fonction  cesse  d'exister. 

Si  l'on  posait,  par  exemple,  comme  définition, 


!(' 


,)^,^^ 


yGoosle 


5o4 

ilfaudrait  ^egarde^l(I■^-s)  commeinfim  et  par  conséquent  la  fonc- 
tion comme  œssant  d'exister ,  po  ir  toute  valeur  de  z  dont  le  n  odule 
surpasse  l'unité.  Il  y  aurait  le  même  inconvénient  a  prendre  cnmmo 
définition  de  la  fonction  (i-i-z)""  la  séné  connue  qui  la  représente 
lorsque  z  est  réel  et  moindre  que  1  un  té 

On  peut  d'ailleurs  reconnaître  a  priori  que  les  résultats  auxquel^j 
nous  a  conduit  i' élude  des  fonctions  l(i-i-ï)  (1  +  -)'"  sont  incompa 
fbl  !'    ■  te       d'  n     é  e  0  do    é         a  t  les  p   ssances  de  z 

et     p  é      ta  t  p        t     te      1       d  bl    1  1   utre  de  ces 

Cnt  Lé  fftnp  po       hq  leur  de  s, 

f     n     q  1       I       d    1   f     t        t    d     q      (17, 18)  les 

défin  t  d  q      t  pi  j  j       bl     t  s  ânes  des 

On        é     d     i  p     1    d  lïi    Ité  pp       1 1       t  nce  de  plu- 

é       dttennmbéglàcold        1        dlf 
t   n  b  d   11  s     p  es    tai  t        f      t   n       t      e    t  dét 

miné    1  bl        p    rr    Ip    p  ttep    p     te  1 

reconnue  à  la  fonction,  de  ne  pouvoir  Être  continue  qu'à  la  d  t  n 
d'échanger  entre  elles  ses  diverses  valeurs,  lorsque,  après  d  a  a 
tiens  convenables,  la  variable  reprend  sa  valeur  primitive. 

20.  Lorsqu'une  fonction  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  la  variable,  on  peut  assigner  des  limites  hors  desquelles 
son  développement  en  série  est  impossible.  Il  faut,  pour  qu'une  fonc- 
tion soit  développable  en  série,  qu'elle  soit  continue,  iinie  et  bien  dé- 
terminée pour  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  est  moindre 
que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la  série.  On  démontre  que 
la  série  ne  peut  devenir  infinie  pour  une  valeur  de  la  variable  sans 
l'être  également  pour  celles  de  module  plus  grand.  Une  fonction,  qui  de- 
vient infinie  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable  ayant  un  mo- 
dule R,  ne  peut  donc  être  développable  que  pour  des  valeurs  de  module 
inférieur  à  R.  Cette  remarque  s'applique  à  la  dérivée  de  la  fonction;  car 
la  dérivée  d'une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
la  variable,  est  toujours  convergente  ;  ainsi,  par  exemple,  arc  tangs 

ayant  pour  dérivée  — — 51  qui  devient  infinie  pour  s  —  /—ï,  ne  peut 

être  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  do  a,  que 
pour  des  valeurs  de  z  dont  le  module  ne  surpasse  pas  l'unité. 

21 .  Pour  qu'une  fonction  soit  développable  en  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  la  variable,  il  faut  enfin  qu'elle  soit  bien  déterminée. 
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c'est-B-dire  qu'à  chaque  valeur  de  la  variable  puisse  correspondre  une 
valeur  unique  de  la  fonction.  Il  semble,  au  premier  abord,  qu'il  soit 
toujours  possible  do  faire  disparaître  l'ambiguïté,  en  faisant  un  chois 
entre  les  valeurs  de  la  fonction,  de  manière  à  n'en  laisser  subsister 
qu'une  seule  pour  chaque  valeur  de  la  variable;  mais  on  a  vu  qu'une 
pareille  convention  est  quelquefois  incompatible  aveo  la  continuité  de 
la  fonction,  qui  est  une  condition  non  moins  nécessaire  de  l'existence 
d'un  développement.  Pour  cette  raison,  la  fonction  (i  +  s)"",  ne  peut 
pas,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (17),  être  développée  en  série  «onver- 
gente  pour  des  valeurs  de  s  dont  le  module  surpasse  l'unité.  Si  l'on 
impose,  au  contraire,  à  z  la  condition  de  ne  recevoir  que  des  valeurs 
dont  le  module  soit  moindre  que  l'unité,  aucunedes  conditions  énoncées 
no  s'oppose  à  la  possibilité  d'un  développement,  qui,  dès  lors,  comme 
Caucliy  l'a  démontré,  est  possible  et  déterminé. 

Déi'dappement  de  l{i  -i-  a). 

23.  Nous  pouvons  dès  à  présent  démontrer  la  légitimité  du  dévelop- 
pement do  1  (i  -+-  s)  pour  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  s  dont 
le  module  est  moindre  que  l'unité.  On  a,  en  effet,  identiquement  et 
quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  s. 

Si  le  module  de  z  est  moindre  que  l'unité,  celui  de  s^  tond  vers 
ziiro,  et,  par  conséquent, est  représenté  par  la  série  conver- 
gente 

Il  résulte  de  là  que  i{i-i-z),  dont  la  dérivée  est—- j  ne  diffère  que 
par  une  constante  de  la  série 


dont  la  dérivée  est  le  second  membre  de  (a),  et  si  l'on  admet  que. 
pour  s  =  o,  I  (n-  î)  soit  nul  comme  la  série ,  on  aura 
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qui  se  trouve  démontrée  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module 
est  moindre  que  l'unité;  !(n-  a)  dans  cette  formule  est  une  fonction 
continue  de  s,  et  a,  par  conséquent,  la  valeur  calculée  (18);  c'est  la 
seule  qui  soit  compatible  avec  )a  double  condition  imposée  à  la  fonction, 
d'être  continue  et  de  s'annulor  avec  z. 


23.  En  posant 

^--[.(cosf -hv/-isinfp), 

ia(18) 

l(:^,co. 

içs-pv'-ismtp) 

=  rM' 

H-p'-r-apcosœ)  -h\/— larctana—^ 

sm» 

l'arc  défini  par  sa  tangente  devant  être  compris  entre  —■  -  et  -i-  ^  • 
En  introduisant  la  même  valeur  de  z  dans  la  série  et  égalant  les  partia- 
réelles  et  imaginaires,  on  aura 


■-l(n-  p'-+-  2pcos^)  ==  pcoso  — £-cosao  +  i^cos3 

■ï- 

arc  tano L__— j —  —  n  sinTS  —  C_  àw>  a  .\-^  sin3 

^"^^"""n-pcos-j.       ^        ^       ^  wnaï   1    ^  s-ma 

siipposant  p  =  I,  et  remarquant  fiue 

a-i-5,  cosqi=-  4cos'~ï, 

■— r^-î--. 

a  donc 

I           ji                      C0S2Ç      cosSip               C03"i 

-T- 

o            _   .          sina*       siiiSi)           _^  sinnt 

?  _ 

le  nombre  entier  h  étant  tel  que  le  premier  membre  de  îa  seconde 
équation  soit  compris  entre  —  -  et  -i-  -  ■  Si  f  est  compris  lui-m5me 
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entre  —t  et  -h-n,  on  doil  prendre  /<  =  o,  et  l'on  a 


On  voit  que,  si  f  augmente  d'une  manière  continue,  la  série  qui  forme 
le  second  membre  change  bnisquemeiit  au  moment  oit  l'on  a  (p  =  ir,  et 

la  somme  passe  d'une  valeur  infiniment  peu  différente  de  -  à  une  va- 
leur infiniment  peu  supérieure  à On  peut  en  conclure  que  les 

dérivées  des  termes  de  la  série  doivent,  pour  cette  valeur  de  y,  avoir 
une  somme  infime  ;  c'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément,  car,  pour  f  =  t, 
chacune  de  ces  dérivées  prend  la  valeur  —  i. 

Si,  dans  les  formules  (4),  on  suppose  p  =  —  i ,  elles  se  réduisent  ii 

arclangf-  cot^tpj  =—  U'm'f  + -1!^  +  !-'.'LJ  -f-...J; 

l'arc,  dont  la  tangente  est  —  cot-<p,est- — '--i-/,-?:,  k  étant  iiu 
nombre  entier  déterminé,  puisque  l'on  sait  que  l'arc  est  compris  entre 
—  -  et  -(--•  Si  f  est  compris  entre  o  et  aw,  il  faut  prendre  ^  =  0, 
et  l'on  a  par  conséquent,  pour  de  telles  valeurs  de  f , 

(8)  :-?  =  .in,+ism.,  +  i.in3,.... 

2-4.  Les  formules  (6)  et  (8)  étant  vraies  toutes  deux  lorsque  9  est 
compris  entre  o  et  tt,  on  peut  les  ajouter,  et  l'on  en  déduit  la  formule 
remarquable 


qui  a  lieu  pour  les  valeurs  de  ^  comprises  entre  o  et  tt. 
Si  l'on  change  ^  en  —  ç,  le  second  membre  change  évidemment  de 

signe  sans  changer  de  valeur  et  devient  égal  à  ■ —  ,  et  comme  il  ne 
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change  pas  lorsque  ç  augmente  de  air,  il  en  résulte  que,  pour  toute 
valeur  de  f,  la  série 

est  égale  à  ±  -,  le  signe  +  correspondant  au  cas  où  sin»  est  positif 
et  le  signe  —  au  cas  où  il  est  négatif.  Lorsque  <f  est  un  multiple  de  it, 
tous  los  termes  deviennent  nuls  et  la  formule  est  en  défaut.  SI  l'on 


suppose 

4'  ''"^ 

(10) 

4 

-^(-î- 

formule  i 

îoni 

lue  de  Newton. 

J  PIIEMIER  VOtroiE, 
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